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1. Matrizes
Sejam m e n inteiros positivos. Chama-se matriz m X n (sobre R) qualquer lista ordenada de m-n

numeros reais, dispostos em m linhas e n colunas. Os nimeros que constituem uma matriz sdo chamados

de termos da matriz.

Uma matriz A,m X n, pode ser denotada como se segue:

d11  *** A1p
A= :

dm1 " Qmn

Ou, simplesmente, A = (aj;), onde 1 <i<m e 1 <j <n. Notamos que os indices i e j indicam a

posi¢do que o termo ocupa na matriz. O termo aj; esta na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Seja A = (ajj) uma matriz n X n. Chama-se diagonal principal, ou simplesmente diagonal da matriz A,

a lista ordenada (ajq,azy,...,ann).Chama-se diagonal secunddria da matriz A, a lista ordenada

(a1n,a2(n-1), an1)- A soma dos indices dos termos da diagonal secundaria é sempre igual a n+1.

e lgualdade de Matrizes:

Sendo A = (ai]-), eB= (bi]-), matrizes, A e B sdo iguais, se e somente se, a;; = bi]- para quaisquer

valores deie dej.

e Tipos de Matrizes:

O

O

Chama-se matriz linha toda matriz 1 X n, ou seja, toda matriz constituida de uma soé linha.
Chama-se matriz coluna toda matriz m X 1, ou seja, toda matriz constituida de uma sé
coluna.

Chama-se matriz nula aquela cujos termos sdo todos nulos.

Uma matrizm X n chama-se quadrada se m = n.

Uma matriz quadrada A = (a;;) chama-se triangular superior se todos os termos que ficam
abaixo da diagonal principal sdo iguais a zero, ou seja, a;; = 0 sempre que i > j.

Uma matriz quadradad = (a;;) chama-se triangular inferior se todos os termos que ficam
acima da diagonal principal sdo iguais a zero, ou seja, a;; = 0 sempre que i < j.

Uma matriz quadrada A = (a;;) chama-se diagonal se todos os termos fora da diagonal
principal sdo iguais a zero, ou seja, a;; = 0sempre quei # j.

Chama-se matriz identidade n X n a matriz diagonal n X n cujos termos da diagonal principal
sdo todos iguais a 1. Ela é denotada por I,, ou simplesmente por .

Uma matriz quadrada A = (aij) chama-se simétrica se a;; = aj; para quaisquer que sejam i
e j, isto é, se os termos simetricamente situados em relacdo a diagonal principal sdo iguais.

2 1 5 1 3
Exemplos:[ ], 1 0 2|,]I,, toda matriz diagonal.
-1 0
3 21
Uma matriz quadrada A = (a;;) chama-se anti-simétrica se a;; = —a;; para quaisquer que

sejam i e j, ou seja, se os termos simetricamente situados em relacdo a diagonal principal sdo
numeros reais simétricos e os termos da diagonal sdo todos nulos.



0 1 0 4 8
o Exemplos:[_1 0], 4 0 —1|, matrizquadrada nula.
-8 1 0

1.1. Operagcdes com matrizes
e Adicdo de Matrizes:

Sejam A = (aj;), e B = (bjj})matrizes m X n. Definimos a soma das matrizes A e B como sendo a
matriz A+ B = (cj;), em que c;; = aj; + bj. Ou seja, somar A com B consiste em somar termos
correspondentes.

Propriedades (1): Para quaisquer matrizes m X n,A = (a;;), B = (bj;) e C=(cj), as seguintes
propriedades sdo vdlidas:

Associatividade: A+ (B+C)=(A+B)+C;

Comutatividade: A+ B=B + A;

Elementoneutro: A+ O = A, onde O é a matrizm X n nula;

Matriz oposta: A + (-A) = O, onde —A = (a;;). Chamamos (-A) de matriz oposta de A;

O O O O O

Multiplicagdo de um escalar por uma matriz: Sejam x € R e A = (a;;) uma matriz
m X n. Definimos o produto da matriz A pelo escalar x como x.A = (X.aj)). Isto &,
multiplicar x por A consiste em multiplicar x por todos os termos de A.

Propriedades (2): Para quaisquer que sejam as matrizes m X n,A = (a;;) e B = (bj;) e os ndmeros

reais x e y, valem as seguintes propriedades:

X.(A + B) = x.A + x.B (Distributiva para escalar)
(x +vy).A=x.A+y.A (Distributiva para matrizes)
x.(y.A) = (xy).A (Associativa)

O O O O

1.A=A(1é o escalar que representa o elemento neutro dessa operacgdo)

e Multiplicagdo de Matrizes:

Seja A = (aj;) uma matriz m X n. Denotaremos por A; a i-ésima linha de A e A a j-ésima coluna de A.
Isto é:
alj
I
A;= (@i Az - GQin)ed) =| .

amj

Sejam A = (aj;) uma matrizm X n e B = (bjx) uma matriz n X p. Definimos o produto da matriz A pela
matriz B como A.B = C = (cj) = XL, ajbjk-

Observagdo 1: O produto A.B é uma matrizm X p;
Observagdo 2: O termo de A.B que se situa na i-ésima linha e na j-ésima coluna é A;. Bk,

Observagdo 3: Quando existe uma matriz A™! tal que A.A™! =1, dizemos que A é uma matriz
invertivel, e chamamos A~ de matriz inversa de A.



e Propriedades:

o Se A é uma matriz m X n, entdao A.I, = [;,. A. Isso indica que a matriz identidade é o
elemento neutro para a multiplicacdo de matrizes.

o Se A éuma matrizm X n e B e Csdo matrizes n X p, entdo A(B+ C) = AB + AC, ou
seja, a multiplicacao se distribui a esquerda em relacdo a soma de matrizes.

o Para as mesmas matrizes A, B e C, temos (A + B) = BA + CA, ou seja, a multiplicagdo
se distribui a direita em relacdo a soma de matrizes.
Seja A uma matrizm X n, Buma matrizn X p ex € R, entdo x. (AB) = A(x. B).
Se A, B e C sdo, respectivamente, matrizes m Xn, n X p e p X g, entdo A(BC) =
(AB)C (comutatividade).

e Transposicao de Matrizes:
Seja A uma matriz m X n, definimos a transposta de A como sendo a matrizn X mA* = (bji), em que
bji = ai]-.

Exemplo:

Propriedades: Sejam x um numero real, A e B matrizes m X n e C uma matriz n X p. Entdo valem as
seguintes propriedades:

o (AHt=A

o (A+B)=A'+B!
o (xA)'=x(A)

o (BO)t=C'Bt

1.2. Operag¢oes elementares com linhas de uma matriz

Seja A uma matriz m X n. Chama-se opera¢dao elementar com linhas de A qualquer uma das
operagdes descritas a seguir:

Permutacao de duas linhas de A;
Multiplicagdo de uma linha de A por um ndmero real ndo nulo;
Substituicdo de A; por A; + xAj, em que j # i e x € um numero real qualquer.

Exemplo:

1
[3 0 3 12]5_/11)[1 0 1 4]Az—2A11 0 1 4]
2 1 -1 3 2 1 -1 3 0 1 -3 -5
A primeira operacdo acima consistiu em multiplicar a primeira linha por 1/3 e a segunda operag¢do em
substituir a segunda linha por ela mais (-2) vezes a primeira (A, — 2A;).



Sejam A e B matrizes m X n. Dizemos que A é linha-equivalente a B se B pode ser obtida a partir de A

através de operacgOes elementares com linhas. (No exemplo anterior, notamos que a primeira matriz é
linha-equivalente a terceira)

Matriz na forma escada:

Seja A uma matriz m X n. Dizemos que A é uma matriz na forma escada, se as seguintes condicdes
sao satisfeitas:

As possiveis linhas nulas ficam abaixo das possiveis linhas nao nulas.

O primeiro termo nao nulo de cada linha ndo nula é igual a 1.

Os demais termos da coluna a qual pertence o primeiro termo ndao nulo de uma linha ndo nula sdo
todos nulos.

A coluna a qual pertence primeiro termo nado nulo de uma linha ndo nula fica a direita do primeiro

termo ndo nulo da linha anterior, isto é, se p é o nimero de linhas ndo nulas e se o primeiro termo nao
nulo da i-ésima linha ndo nula ocorre na k;-ésima coluna, entdo k; <k, <+ <k,

Exemplos:
100 —-1J[1 -2 0 0
Y4 g],lo 0 1 SHO 0 1 3],0,1.
000 ollo o 0o

Teorema: Toda matriz m X n é linha-equivalente a uma matriz na forma escada

Exemplo:

2 3 -1 %Al 1 3/2 -1/2 %3*_421
-4 0 2|>[-4 o 2 |/

1 1 3 1 1 3
3
AI_EAZ
1 3/2 —1/212a,[1 3/2 —1/214,,%a,
[0 6 0 ]L[o 1 0o |[—%
0 —-1/2 7/2 0 —-1/2 7/2

1 0 —1/21%,11 0 —1/2]a,+2a,[1 0 O
7 2
[0 1 0 ]—>[0 1 0 ]—>[o 1 o]
0 0 7/2 00 1 00 1



1.3. Questoes

2)

3)

SeA= (é :2) eB= (;L i) , calcule AB e BA.

-2

>e Az[—34 3

], ache B, de modo que B? = A.

Suponha que A#0 e AB=AC onde A,B,C s3ao matrizes tais que a multiplicacado esteja definida.
a) B=C?
b) Se existir uma matriz Y, tal que YA=I, onde | é a matriz identidade, entdo B=C?

. . ~ . . X
Diz-se que as matrizes A e B sdo comutativas se AB = BA. Encontre todas as matrizes (z 3’\/) que

sejam comutativas com ((1) 1)

seiaa=(2 %)

a) Encontre A2e A3.
b) Sef(x) = x3— 3x? — 2x+ 4, encontre f(A)
c) Seg(x) = x? — x— 8, encontre g(A)

Para cada uma das matrizes a seguir, encontra uma matriz na forma escada, a qual a matriz dada
é linha equivalente.

a) (2 1 5]

6 3 15

2 0 -2 0
b) 0 2 -1 0]
o (2 1 5]

1 -3 6

[ 1 2 1 0

o
—
I
—_
(@)
w
U1

'Nuor—xd'-P»—u—xN"H
—_
N o
cCoococOR NW
_ N W N



Sejam A e B matrizes quadradas do mesmo tamanho, em que A é invertivel. Mostre, por indugao,
que (ABA™1)™ = AB™ A~ para todo inteiro positivo n.

Se uma matriz quadrada é tal que A" = -A, ela é chamada de matriz anti-simétrica. Sabendo disso,
determine os valores de a5, a3 € ass.

44+a aqy a3
A=( a b+2 a23 )

b c 2c—8
2 5 9
ComamatrizA=|4 7 1|, verifique se:
3 6 2

a) A+A'=S, se S for simétrica.
b) A-A'=P, se P for anti-simétrica.



2. Determinantes
Determinante é uma funcdo que associa a cada matriz quadrada um escalar. Seu célculo é feito
somando os termos ligados pelas diagonais paralelas a diagonal principal, e subtraindo deste valor a soma
dos produtos dos termos ligados pelas setas paralelas a diagonal secundaria:

Temos que:

detA = (a;; - azp-agz +ajsp azz-asg +az;tagy-asgs) — (g3 - azz-aszy tagp az; azz +azz-as;

"agq)

Sejam A, B e C matrizes quadradas de ordem n, e X um escalar qualquer, essas sdo algumas das
propriedades dos seus determinantes:

det(x-A) = x" - detA

det A = det(AY)

Se uma fila (linha ou coluna) da matriz é composta de zeros, entdo o determinante
desta matriz sera zero.

Se A tem duas filas iguais, entdo detA = 0

Se permutarmos duas linhas ou colunas de A, entdo o determinante muda de sinal.

Se A e B sdo matriz quadradas da mesma ordem, entdo det AB = detA.detB

Observagdo 1:0 determinante de uma matriz triangular ou diagonal é o produto dos termos de sua
diagonal principal.

Observagdo 2: O determinante permite saber se a matriz tem ou ndo inversa, pois as que ndo tém sao
precisamente aquelas cujo determinante é igual a 0.

A.A™1 =, aplicando determinante dos dois lados, temos:
det(A.A™1) = detl

detA.detA™1 =1

1
det A_1 =
detA

Assim, se o determinante da matriz A for nulo, a matriz inversa ndao pode existir.
2.1. Regra de Chio

Através dessa regra é possivel diminuir de n para (n — 1) a ordem de uma matriz quadrada A sem
alterar o valor do seu determinante.

A regra pratica de Chio consiste em:
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1) Escolher um elemento a;; = 1 (caso ndo exista, aplicar as propriedades para que apare¢a o
elemento 1).

2) Suprimiralinhaie a coluna j do elemento aj;; = 1, obtendo-se o menor complementar do
referido elemento.

3) Subtrair de cada elemento do menor complementar obtido o produto dos elementos que ficam
nos pés das perpendiculares tracadas do elemento considerado as filas suprimidas.

4) Multiplicar o determinante obtido no item anterior por (—1)i+j onde i e j designam as ordens da
linha e da coluna as quais pertence o elemento aj; = 1 do primeiro item.

Exemplo:

15 7
2 4 3| =422 327 gy 76 617 1311=-m
3 2 4

detA = 2-35 4-37 “ 13 —17

2.2. Regrade Laplace

Chama-se de menor complementar (D;;) de um elemento a;; de uma matriz quadrada A o determinante

gue se obtém eliminando-se a linha i e a coluna j da matriz.

Assim, dada a matriz quadrada de terceira ordem a seguir:

2 0 3
A=|5 7 9|, podemos escrever:
3 51

D,3 = menor complementar do elemento a,3 = 9 da matriz A. Pela defini¢do, D,3 sera igual ao
determinante que se obtém de A, eliminando-se a linha 2 e a coluna 3, ou seja:

Dys = |§ ‘5)| =2.5-3.0=10
Chama-se de cofator de um elemento a;; de uma matriz o seguinte produto:
cof(ay;) = (=1)™).Dy
Assim, por exemplo, o cofator do elemento a,3 = 9 da matriz do exemplo anterior é igual a:
cof(ays) = (—1)?*3.D,5 = (—1)5.10 = —10
Observagdes sobre o teorema:

o O determinante de uma matriz quadrada é igual a soma dos produtos dos elementos de uma
fila qualquer (linha ou coluna) pelos seus respectivos cofatores.

o Este teorema permite o calculo do determinante de uma matriz de qualquer ordem. Como ja
conhecemos as regras praticas para o calculo dos determinantes de ordem 2 e de ordem 3, s6
recorremos a este teorema para o calculo de determinantes de 42 ordem em diante. Seu uso
possibilita diminuir a ordem do determinante. Assim, para o calculo de um determinante de
42 ordem, a sua aplicacdo resultara no célculo de quatro determinantes de 32 ordem.

o Para expandir um determinante pelo teorema de Laplace, é mais pratico escolher a fila (linha
ou coluna) que contenha mais zeros, para que seu produto seja nulo.



2.3. Questoes

3

-1
0 ), calcule

1) Dadas as matrizes A = (1 2 1

1 0
a) detA + detB
b) det(A + B)

Jes =

2) Sejam A e B matrizes do tipo n X n. Verifique se as coloca¢des abaixo sdo verdadeiras ou falsas:

a)
b)
c)
d)

det(AB) = det(BA)
det(A”) =detA
det(2A) =2 detA
det(A?) = (det A)?

3) Calcule o detA, onde:
3 —1

0

4) Prove que
a, O
by by
1 &
d; dy

0
bs
C3
d3

1

a

a2

1
C
c2

b

5) Mostre que det
b2

] =(@a—b)(b—c)(c—a).

Verdadeiro ou falso?
a) SedetA=1,entdo A-1=A.

6)

b) Se A é uma matriz triangular superior e A-1 existe, entdo também A-1 sera uma
matriz triangular superior.

c) Se A éuma matriz escalar n X n da forma KkI,,, entdo det A = k™.

d) Se A é uma matriz triangular, entdo detA = a;;+... +ayy.
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a’ (@a+2)? (a+4)?
7) Calcule [(a+2)? (a+4)*> (a+6)?|
@+4)? (a+6)? (a+8)?

cos2a cos?a sen?a

8) Mostre que [cos2b cos?b sen?b| = 0.
cos2c cos?c sen?c

9) Determine a inversa da matriz A = (Z Z)
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3. Sistemas Lineares

e Definigdo 1: Seja n um inteiro positivo. Chama-se equacdo linear a n incégnitas toda equacao
do tipo a;x; + ax, + - apx, = b em que aq, a,, ..., a,, b sdo constantes reais e xq, x5, .
X, sdo incégnitas. Chamamos cada a; de coeficiente de x; e b de termo independente da
equagao.

ey

o Definigdo 2: Sejam m e n inteiros positivos. Chama-se sistema linear a m equacdes e n
incégnitas todo sistema com m equacdes lineares, todas as mesmas n incégnitas.
Denotaremos o sistema citado como se segue:

dq11Xq + d12Xp + -+ dinXp = b1
dp1Xq + dpoXo + -+ donXp = bz

d3z1Xq + dz2XoH + -+ dzpnXp = b3

Chama-se solugdo do sistema toda lista ordenada (x4, X5, ..., Xy ) de nimeros reais que satisfaz a

todas as equacdes do sistema linear e chama-se conjunto solucdo do sistema o conjunto constituido de
todas as solugdes.

Dizemos que o sistema linear é, respectivamente, impossivel, possivel determinado ou possivel
indeterminado conforme seu conjunto solucdo seja vazio, unitario ou tenha pelo menos dois elementos.

3.1. Método do escalonamento

O método do escalonamento consiste em transformar uma matriz qualquer em uma matriz na
forma escada através de operacdes elementares com linhas. O objetivo disso é resolver sistemas lineares.
Para tanto, devemos saber que cada sistema linear tem duas matrizes correspondentes: uma chamada
matriz dos coeficientes ou matriz incompleta do sistema e outra chamada matriz completa do sistema.

Listemos a seguir as matrizes referentes a um sistema genérico:

all 312 s aln
321 322 s aZn
Am1 Amz -+ Amn
Matriz incompleta
11 42 . Q| By
@31 @22 . @y | By
Qmi1  Om2 - Qmn bm
Matriz completa
X1 b,
, . . . X2 bz ~ .
Se A é a matriz dos coeficientes, X = | ."| e B =| ".° |, entdo o sistema pode ser representado
Xn bm

(matricialmente) pelas seguintes equagdes:
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Al.X = bl
Az.X = bz
A, X=by

O método do escalonamento para resolver um sistema linear cuja matriz completa é C consiste

em encontrar uma matriz C’, tal que C’ seja linha-equivalente a C e o sistema cuja matriz é C’ ja explicite o

seu conjunto solucdo. Para tanto, essa matriz devera estar na forma escada.

2x+3y—z=6
Exemplo: Resolvamos o sistema {—4x + 2z = —1, que tem a seguinte matriz completa:
x+y+3z=0

-4 0 2 -1

23—16]
1 1 3 0

Devemos operar essa matriz com linhas, de maneira a deixar a matriz dos coeficientes na forma

escada.
2 3 -1 6 1 3/2 —-1/2 3
[—4 0 2 —1]—>[—4 0 2 —1]—>
1 1 3 0
1 3/2 —/2 3/2 -1/2 3
—>[0 6 11] [ 0 11/6]—>
0 —-1/2 7/2 —1/2 7/2 3
1 0 —-1/2 1/4 1 0 —1/2 1/4 1 0 0 -1/21
—>[0 1 0 11/6 ]e[o 1 11/6] [0 1 0 11/6]
0 0 7/2 -—=25/12 0 0 —25/42 0 0 1 —-25/42
x=-1/21
Assim, o sistema inicial é equivalente a { y = 11/6 . Portanto, estd resolvido.
z=—25/42
ObservacGes:

o Um sistema linear AX = B chama-se homogéneo se B = 0. Isto &, se todos os termos
independentes sdo nulos. Neste caso, uma solugao 6ébvia é a trivial, composta apenas de
zeros. (Por exemplo, paran = 3, a solugdo trivial é (0,0,0).)

o Se, num sistema linear homogéneo, o nimero de incégnitas é maior do que o nimero de
equacoes, ele admite solu¢do ndo trivial.

o Se m=n, entdo o sistema linear AX = B tem uma Unica solucdo, entdo A é linha-
equivalente a [,.

3.2. Regra de Cramer

A regra de Cramer é utilizada para a resolugdo de um sistema linear a partir do cdlculo de

determinantes. Vamos considerar aqui um sistema linear Ax = B, sendo x uma matriz de incégnitas.
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Seja A uma matriz invertivel n X n e seja B € R". SejaA; a matriz obtida substituindo a i-ésima
coluna de A por B. Se x for a Unica solucdo de Ax = B, entdo

_ det(Ay)

Xj = det(A) rai=12,..,n

Com i variando até n, é possivel encontrar as matrizes-solu¢do do sistema, e descobrir se ele é
possivel determinado (quando ha somente uma matriz-solugao), possivel indeterminado (infinitas

matrizes-solucdo) ou impossivel (nenhuma solugdo).

Exemplo: Considerando o sistema de equacoes:

X7+ 2X,+ X3 =5
2X1+ 2X2+ X3=6
X+ 2x,+ 3x3=9

Solucdo:
1 2 1
det(A) =12 2 1|=-4
1 2 3
5 2 1 1 5 1 1 2 5
det(A)) =16 2 1|= —4 det(A,) =2 6 1|= -4 det(A3;)=|2 2 6/= -8
9 2 3 1 9 3 1 2 9
Portanto:
—4 -4 -8
X1=__4=1 X2=__4=1 X3=_—4=2
1
Entdo temos como solugdo a matrizx = |1 e o sistema é possivel determinado.
2

3.3. Questoes
1) Determine os valores de k tais que o sistema nas incognitas x, y e z tenha: (i) Unica solugao, (ii)

nenhuma solugao, (iii) mais de uma solucdo.
kx+y+z=1
a) {x+ky+z=1
x+y+kz=1
x+y+kz=2
b) {3x+4y+22=k
2x+3y—z=1

2) Ache as solugGes dos problemas dados ou prove que nao existem solugGes
x+y+z=1
c) {2x—3y+7z= 0
3x—2y+8z=4
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X—y+2z=4
d) {3x+y+4z=6
x+y+z=1

2x—y+ 5y =19
e) { x+5y—3z2=4
3x+ 2y +4z =25

x+3y+z=0
f) 2x+7y+4z=0
x+y—4z =0
3) Dado o sistema:
1 2 0 —-1yrx 2
10 2 —1{|y]| _ |2
1 2 2 -1||z 4
3 4 4 31w 8

a) Encontre uma solugio dele sem resolvé-lo (atribua valores parax,y, z e w).

b) Resolva efetivamente o sistema, isto é, encontre sua matriz-solugio.

¢) Resolva também o sistema homogéneo associado.

d) Verifique que toda matriz-solucdo obtida em (b) é a soma de uma matriz-solugao
encontrada em (c) com a solugdo particular que vocé encontrou em (a).

4) Dado o sistema linear:

3x+5y+12z—w = -3
x+y+4z—w= —6
2y +2z+w=5

a) Discuta a solucdo do sistema.
b) Acrescente a equagdo 2z + kw = 9 a este sistema, encontre um valor de k que
torne o sistema impossivel.

5) Dé o conjunto solugdo do seguinte sistema linear:

X1+ %, +5x3 —8x, =1
X1 +4x, +13x3 —3x, =1
—2x1 + x5 —2x3 + 21x, = =2
3x5 +8x3+5x, =0

4. Vetores
Um vetor é definido por trés caracteristicas: intensidade, dire¢do e sentido. Forca, deslocamento
e velocidade sao representados por vetores, mas um vetor pode ser bem mais do que isso. Ao longo do
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curso de Algebra Linear, o seu conceito sera desenvolvido de forma bem mais ampla. Solugdes de
sistemas lineares poderdo, por exemplo, ser representadas por vetores.

Desenhando um vetor no plano cartesiano, ele deve apresentar uma origem e uma extremidade.
Os segmentos orientados cuja origem € o ponto (0,0) sdo chamados de vetores no plano, e sdo muito
mais faceis de trabalhar. Para representa-lo, basta indicar o par ordenado que corresponda a sua
extremidade, pois ja conhecemos seu ponto inicial. A definicdo segue para vetores no espaco, caso em
gue a origem dos vetores é o ponto (0,0,0), e assim por diante.

De tal forma, para representar um vetor V = OP com ponto inicial na origem, usa-se usualmente
a
a notagdo de coordenadas V = (a, b, c), mas também existe a notagdo de matriz colunaV = [b] e matriz
C
linhaV=1[a b ]

Com essas notacGes, a soma de vetores e a multiplicagdo do vetor por um escalar sdo operagdes
que ficam bem mais simples.

4.1. Adi¢do de Vetores

Propriedades:

o Associatividade: A+ (B+C)=(A+B)+C(CVADBC € R"

o Comutatividade: A+ B=B+A,VAB € R".

o Elemento neutro:

o Seja O o vetor nulo. Entdo A+ O = A, para qualquer A € R™. Assim, O é o elemento neutro
em relacdo a operacdo de adicdo, o qual chamaremos de elemento nulo de R".
Elemento oposto:

o Dado A= (ay,ay,..,a,) , denotaremos por -A o vetor (—a;,—ay,..,—a,). Entdo

A+ (—A) = 0. Chamaremos (—A)de elemento oposto a A.
o Considerando que: A—B = A+ (—B) e as quatro propriedades anteriores, teremos trés
propriedades consequlientes:
1. A+B=A+C=>B=C
2. A+B=C=A=C—-B
3. A+tA=A=A=0

Exemplo:
Sendo Vv = (1,2)ew = (3,5), temos:
v+w=(12)+ (3,5
v+w=(47)
Do mesmo modo, 2V = (2,4).

4.2. Multiplicagdo por escalar

Sejam A = (aj,ay, ... ,a,) € R" e A € R. Definimos a multiplicagdo de A por A como sendo:
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® N A Wb e

A-A = (Aaq,Aay, ... ,Aay)

A seguir as propriedades de vetores:

Associativa na adicdo: (i + ¥+ w = U + (¥ + w)
- =+ - -

Comutativa: U+ v =1+ 1u

Existéncia de elemento neutro na adi¢do: u+ 0 =1u

Existéncia de elemento oposto: i+ (—) =0
Distributiva por vetor: z(i + ¥) = @il + at
Distributiva por escalar: (& + BV = at + BT
Associativa na multiplicacgo: (af)v = a(fv)

- =
Existéncia de elemento neutro na multiplicagdo: 1v = v

4.3. Questoes
1.Resolva as seguintes equacdes envolvendo vetores:
a)(0,5,2) +(3,1,-2) +(5,3,4) =
b)4.(-1,7,2) + (0,0,2) =
€)2.(0,1,4) +5(2,4,1) =

d)(-1,4,7) + 2(5,3,4) =
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5. Operacoes com vetores
5.1. Médulo

. —_ g} .. ,
Seja A=1(ay,az..,a,)ER , definimos o mdédulo ou a norma de um vetor como sendo:

| - - -
|A] = ﬂlai +as;+-ay

Observagdo: para ' = 12,3 note que o médulo de um vetor é o seu comprimento. Chamaremos de
vetor unitdrio todo vetor cuja norma é 1.

5.2. Produto escalar (ou produto interno)

sejam 4 =(21,@2, ., 8x) ¢ B = (by, ba, ... ,b,)| dois vetores ndo nulos nos reais. Considere os vetores
A+B e A-B.

A

+

-B O B

Temos que A L Ese, e somentesel4 + Bl = |4 — B, pois as diagonais de um paralelogramo sé s3o
iguais se o paralelogramo é um retangulo. Como consequéncia dessa condi¢dao podemos observar que:

AlB & a1b1+a2b2+ ...+anbn=0

Esta condicdo é necessaria para que dois vetores sejam perpendiculares.

Sejam A = (a4, ay, ... ,a,) e B = (by, by, ... , by,) dois vetores quaisquer em R™. O produto escalar é
definido como a multiplicagdo termo a termo e a soma dos produtos:

A'B = albl + a2b2 + ...+ anbn

Assim, dois vetores ndo nulos A e B em R"sdo perpendicularesapenas sed - B = 0.

Propriedades do produto escalar:

i. A-B = B - A, para quaisquer 4,B € R™
i.A-(B+C)=A-B+ A-C,paraquaisquer 4,B,C € R"
ii. A-(AB) = A(A-B) = (14) - B, para quaisquer 4, B € R" e qualquer 1 € R
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iv. A-A>=0, paraqualquerA€R"ed-A=0=A=0

A norma (ou médulo) de um vetor pode ser caracterizada pelo produto escalar:|A| = VA - A, como é
provado a seguir:

A-A=aay +aza, + ...+ aya,

VA-A=a?2 + a2+ ..+ a,?
VA4 = |A|
5.3. Produto vetorial (ou produto externo)

Consideremos dois vetores emA = (a4, a,,az)e B = (b4, by, b3). Queremos encontrar um vetor C, em
R3, de preferéncia n3o nulo, de tal forma que C seja simultaneamente perpendicular a A e a B.

Devemoster C.A=0eC.B =0.Se C = (x,y,z), entdo:

{alx +a,y+azz=0
blx + bzy + b3Z =0

Tentaremos resolver este sistema. Para isso, comegaremos multiplicando a primeira equagdo porb,, a
segunda por —a, e, em seguida, somaremos as duas equagdes.

A seguinte equacdo é obtida:
(a1b; — azby).x = (azbz — azb,).z

Depois, multiplicando a primeira equagdo do sistema acima por —b,, a segunda por a, e, em seguida,
somando as duas equag¢des, chegamos a:

(@1by — azby).y = (a3zby — a1b3).z
Enfim, temos as seguintes equagdes:

{(ﬂlbz — azby)x=(azb; — agb;)z
{a1b; — azby )y = (azhy — ayby)z

Agora fica facil visualizar os valores das variaveis. Se x assumir o valor do coeficiente de z na primeira
equacado, y assumi o valor do coeficiente de z na segunda equagao, basta que z assuma o valor dos
coeficientes de x e de y (que sdo iguais) para as equagdes serem verdadeiras. O conjunto-solugdo é:

X = ﬂ.gbg — ﬂ.gbg
E" =azby —aib;
= by —azbh

Ha mais solugdes do sistema. Contudo, esta é especialmente chamada de produto vetorial de A por Be
serd denotado por A X B.
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Note que A X B é o determinante formal:
&1 €2 £3
fay @; ag |
by by b

emque & =(1,00), e =(0,10)ee; =(00,1).
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Observe ainda que:©1 * €2 = €3, €3 X €3 = €1 8 €3 X €1 = €2 yjsto que cada gerador (pois temos os trés

3 . . .
vetores que formam a base de[R*) estd num eixo diferente, x, y ou z.

Nd6s o chamamos de determinante formal uma vez que ndo é um determinante formado sé por nimeros.

A primeira linha é constituida de vetores.

Como vimos, o produto vetorial de dois vetores ja surgiu com uma propriedade importante: é um vetor
simultaneamente perpendicular aos dois vetores. Vejamos a seguir mais propriedades do produto

vetorial:

i AXB=—(BxA)€ER?

ii. A X (AB) = (A x B) = (14) X B, para quaisquer 4, B € R3 e qualquer 1 € R

ii. AXx(14) = 0, para qualquer A € R3 e qualquer 1 € R
iv. AXB+C)=AXxXB)+(AxC(C)e

(B+C)xA=(BxA)+ (Cx A),para quaisquer 4, B,C € R3

V. (AX B) X C = (A.C)B — (B.C)A, para quaisquer 4,B,C € R3

vii (AXB).(AxB)=(A.A)(B.B)— (A.B)?

vii.  Se A e B sdo dois vetores ndo nulos de R3 e 8 é a medida do angulo formado por A e B, ent3o:

|A X B| = |A].|B]|.sen®
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a; az 4as
viii.  (Produto misto)A.(B x C) = |by b, bsz|,emque A = (ay,a,,a3), B = (b, by, b3), e
€1 G G

C = (cy,¢3,¢3)

5.4. Questdes
1) Ache dois vetores mutuamente ortogonais e ortogonais ao vetor (5, 2, -1).
2) Calcule u. v, onde:

a) u=(2,-3,6)ev=(82,-3)
b) u=(1,-805)ev=(364)
c) u=(@3,-521)ev=>4,1,-25)

3) Sejamu = (1,-2,5), v = (3,1, —2). Encontre:

a) u+v
b) —6u
c) 2u-5v
d wv

4) Ache dois vetores mutuamente ortogonais de comprimento unitdrio, e ambos ortogonais ao vetor (2,-
1,3).

5) Determine o numero real positivo ¢ de maneira que os pontos (—1,1,¢) e (—1,1, —c) e a origem sejam
vértices de um triangulo retangulo em (0,0,0).

6) Sabendo que o angulo entre os vetores (2, 1,-1) e (1,-1,m+2) é 60°, determine m.

7)Determine os angulos do triangulo cujos vértices sdo (-1,-2,4), (-4,-2,0) e (3,-2,1).

8)Sabe-se que o vetor a = (3, 6, -7) é paralelo ao vetorb = (3x, y +2,21). Calcule os valores de x e y.
9)Sejamu=(1,2,3),v=(4,38,-3)ew=(4,-2,-1) trés vetores. Calcule:

aju.v

b)uxw

c)(uv).w
d)(vxw).u
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6. Espacos vetoriais

Um espaco vetorial é um conjunto de vetores. As oito propriedades citadas no tépico que se refere aos
vetores devem ser satisfeitas, além de duas operagdes: soma e multiplicacdo por escalar. Considerando
dois vetores quaisquer de um espaco vetorial V, a soma deles deve ser um terceiro vetor que ainda faz
parte de V. Se multiplicarmos um vetor de V por um escalar, o resultante também deve ser elemento de
V.

Em resumo, um espaco vetorial real € um conjunto V, ndo vazio, com duas operacgdes:

o Soma:VxV -V =SeX,y € V,entdox +y € V;

. Produto por escalar: RxV — V=>Se a é escalare X € V,entdo ax € V.

Se uma dessas duas operag¢des nao for valida para um conjunto W, entdo é porque o conjunto ndo é um
espaco vetorial. Dizemos que um espaco vetorial é fechado em relacdo as duas operagdes (soma e
multiplicagdo por escalar). Para saber se um conjunto é um espaco vetorial, verifica-se se as duas
operacoes sdo vdlidas e depois se as oito propriedades dos vetores também sdo validas.

Observacdo: O conjunto de todas as matrizes de ordem 2 é um espaco vetorial. Deste modo, os vetores
desse espacgo sdo matrizes 2x2.Tal conjunto é designado assim: V = M(2,2).

(Os subespacgos vetoriais ndo serdo tratados neste curso)

Exemplo: Seja o conjunto W = {(a, 1)/a € R}. Com as duas operagdes de soma e multiplicagdo por
escalar definidas, verifique se W é um espaco vetorial.

Solugdo: Considere os elementos (3,1)e (5,1) € W.

Assim,

i)Soma: (3,1) + (5,1) =(82) ¢ W

ii) Produto: @(3,1) = (3a, @) € Wsea # 1, assim ndo é valido para todo a

Logo, W ndo é um conjunto fechado em relagdo a essas duas operagoes e, portanto, ndo é um espago
vetorial.

Exemplo: Verifique se o conjunto R3 é um espaco vetorial.
Solugdo: Sejam U = (x1,y1,21), ¥ = (X3, V2, Z,)eW = (x3,V3, Z3) vetores de R3ea, B € R.
i)Soma: U + ¥ = (xq + x5, V1 + V2,21 + 2,) €ER3
ii)Multiplicagdo por escalar: ati = (ax,,ay;, az;) € R3
1. U+V=(x,+x2,91 + V2,21 +23)
=Xy +x,y,+yL,2,+2) =V+1U

2. @+ 0)+W = [(x1 +x2), 01 +¥2), (21 + 2)] + (x3,¥3,23)
=[O + x2) + x3, 1 +¥2) +y3, (21 + 22) + 23]
=[xy + (x2 + x3),¥1 + 2 + ¥3), 21 + (22 + 23)]
=u+ {@+w)

3. 30 = (0,0,0) € Rg /ﬁ + 0 = (xl,yl,Zl) + (0,0,0) = (x1 + O,yl + O, 21 + 0)

= (x1,¥1,%1)

4. A(-U) = (—x1,—y1,—2z1) €ER® U+ (—U) = (x4, y1,21) + (X1, —y1,—7)
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= (X1 — X, Y1 — Y1, %1 — Z1)
=(0,0,0) =0

5. a(u+v) = al(x; +x2), 1 +¥2), (21 + 2)]
= [a(xy + x2),a(yr +¥2), a(z; + 25)]
= (ax; + ax,, ay; + ay,, az, + az,)
= (axy, ayy, azi) + (axy, ay,, az;)
= a(xy,¥1,21) + a(x2,¥2,22)
au + av

6. (a + Bu = (a+ p)(axy, ay,, az;) = [(a + B)xy, (@ + By, (a + B)zq]
= [axy + Bxy, ays + By1, azy + Bz4]
= (axy, ayy, azy) + (Bxq, By1, B21)

a(xy,y1,21) + B(x1,¥1,21)
au + pu

7. (ap)i = (aB)(x1,¥1,21) = (@Bxy, aBy1, afzy) = [a(Bxy), a(By1), a(Bz)]
= a[(Bx1), (By1), (Bz1)]
= a[B(x1,¥1,21)]
= a(pu)

8. 1u = 1(x1,¥1,21) = (xq, 1yy,121) = (X1, ¥1,21) = U

Exemplo: Considere em V = R? o produto por escalar usual, mas com a adi¢do, a operagdo definida por:
(x1,y1) + (x3,¥2) = (x4 + x5, y1 + 2y,). Determine se V, com essas operagdes, € um espago vetorial.
Solugdo:
i)
1. Soma: (x1,¥1) + (x2,¥2) = (x1 +x2, 71 + 2y,) €V
2. Produto por escalar: a(xy,y,) = (ax;, ay,) €V
Logo, V é um espaco fechado em relagdo a essas duas operacgdes. Portanto, temos que verificar as oito
propriedades.
i)
1. Associativa na adi¢do: 4 + U = (x1,y1) + (x2,¥2) = (%1 + X2, y1 + 2y5)

V41 = (x2,y2) + (x1,¥1) = (x2 + x1,¥2 + 2y1)
Comou + ¥ = ¥ + U ja n3o é satisfeita, ndo precisamos mais testar as outras propriedades. V ndo é
espaco vetorial.

Exemplo: O conjunto que contém um Unico objeto, com as operacdes definidas por:
objeto + objeto = objeto

{a(objeto) = objeto, coma € R
Solugao:
i) Da propria definicdo no enunciado, o conjunto é fechado em relagdo as operag¢des de soma e
multiplicacdo por escalar e, portanto, ndo precisamos verifica-las;
ii) Substituindo objeto por X:
{ﬁ+ﬁ=£+f=f

ST T T U+ v =v+u
v+u=x+x=x

1.



U+ D)+ W=EX+X)+X=X+X=% . o — — s
2. {E #) — E _,) N . L2t +tw=u+@+Ww)
U+ @W+w)=x+x+x)=x+x=x
3. Seja 7 o vetor nulo. Logo, U + 71 = U = X + 1 = ¥ = 71 = X. Assim, existe vetor nulo, que

equivale ao préprio X.
.

4. Seja p o vetor oposto. Logo, U + p =71 = X+ p = X = p = X. Assim, existe vetor oposto, que
Ué.

também equivale ao préprio X. O vetor oposto de U é

s, [eUrD=a@+0=aX =X o G4 5) = o + ab
aut+av=axt+ax=xXx+x=x
a+Pi=(a+px=% I S
6. _>( _,ﬁ) 4( ﬁﬁ)q , L=>(a@+pB)X=au+pv
o+ pu=aXx+x=x+x=x
a(fu) = a(fX) = aX =X o N
7. N . L == afu) = (aB)u
(aB)u = (ap)x =x
8. lui=1X=%=1u

6.1. Questoes
1) Verifique que M(2,2) = {[Ccl Z] | a,b,cedE€ ]R{}é um espaco vetorial com as operacgdes.

2) Seja F o conjunto de todas as fung¢des reais, de varidvel real, ou seja F = {f: R — R}. O vetor soma
f + g, para quaisquer fungGes f e g em F é definido por:

(f +9)(x) = f(x) + g(x)

e para qualquer escalar r € R e qualquer f € F o produto rf é tal que:

(rf)(x) =r.f(x)

Mostre que F, com essas operagdes, € um espacgo vetorial.

25
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7. Combinacao linear

Considere um conjunto de vetores qualquer, pertencente a um espaco vetorial V. Ja foi mostrado que

somar estes vetores entre si em qualquer combinacado resultara em um vetor pertencente a V. Também

foi mostrado que multiplicar cada vetor por um escalar também gera um resultado pertencente a V, caso

contrario V ndo seria um espaco vetorial.

De fato, sejam ¥;, U5, ..., Uy, € V e sejam os escalares a4, a,, ..., a, € R. Entdo qualquer vetor ¥ da forma
V=a.U; + ay¥, + .. + a,U,

é um elemento do mesmo espaco vetorial V.

Por ter sido gerado pelos vetores primitivosv, ..., T, 0 vetor ¥ é denominado o resultado de uma

combinagdo linear de U, ..., Uy,.

O conjunto de escalares {a, ..., a, } € arbitrario,mas sendo um conjunto de nimeros reais, o vetor ¥

sempre pertencerd a V.

O vetor ¥ ndo é Unico, pois para cada combinac3o de escalares pode gerar um vetor v diferente.

Exemplo: O vetorv = (—4,—18,7) é combinac3o linear dos vetores ¥; = (1,-3,2) e ¥, = (2,4,—1), ja
que ¥ pode ser escrito como U = 2v; — 37,.

7.1. Questoes

1) Quais dos seguintes vetores sdo combinagdo linear de x4, x, e x3?

x1=042,-3),x, =(2,1,-2)ex3 =(—2,-1,0)

a) (1,1,1)
b) (4'2'_6)
C) (_2'_151)
d) (-1,2,3)
e (1 1 (1 1 (1 -1 )
2) Escreva E como combinagao linear de A = (0 _1), B = (_1 O)' C= (O 0 ), onde:
_ (3 -1
a)E = (1 _2)
(2 1
oE=(5 )

3) Considere os vetoresu = (1,—3,2) ev = (2,—1,1) em R3.
a) Escreva (1,7, —4) como combinagdo linear de u e v.
b)Escreva (2, —5,4) como combinacgdo linear de u e v.
c) Para que valor de k o vetor (1, k, 5)é uma combinagdo linear de u e v?

d) Procure uma condigdo para a, b ec de modo que (a, b, c) seja combinagdo linear de u e v.
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4) Determinar o valor de k para que o vetor u = (—1, k, —7) seja combinagdo linearde v; = (1,3,2) e
v, = (24,1).

5) Verifique se o vetor (7,2,9) pode ser escrito como uma combinacdo linear dos vetores (2,1,3) e (1,0,1).

6)Verificar se o vetor q(t) = 2 — 2t + 5t é combinacdo linear dos vetores p,(t) =-1 + t, p,(t) =t —t2 e p5(t) =
3+ 2t%
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8. Dependéncia e Independéncia Linear
Um conjunto de vetores é dito linearmente independente (freqlientemente indicado por LI)
guando nenhum elemento contido nele é gerado por uma combinacdo linear dos outros (lembrar o
conceito de combinacdo linear apresentado anteriormente). Naturalmente, um conjunto de vetores é
dito linearmente dependente (LD) se pelo menos um de seus elementos é combinacao linear dos outros.

Sejam V um espaco vetorial e {¥y, ..., U, } E V.

Dizemos que o conjunto {?;, ..., U, Jou que os vetores Uy, ..., T, sdo linearmente independentes (LI) se a
equagao

a1131+. ..+ anﬁn = 0
admitir apenas a solugdo trivial, isto é: a; =...= a,, = 0

Se existir algum a; # 0, dizemos que {#;, ..., ¥, Jou que os vetores vy, ..., U, sdo linearmente dependentes
(LD).

Em outras palavras, o conjunto {¥;, ..., 7, }¢ LD se, e somente se um destes vetores for combinac3o linear
dos outros.

Prova:

Sejam ¥y, ..., Uy LD e ay Uy +... +a;V;+... + a, U, = 0. Suponha que a; # 0 (para ser LD).
~ - -1 - N - N
Entaov; = a—] (a1v1+. et 1Vjq + Ajpq VTt anvn).

Portanto, ﬁjé combinacdo linear.

Por outro lado, se tivermos {171, o U, ...,ﬁn} tal que para algum j

—

y] =b1 '17_1)+"'+ bj—l'ﬁ"’ bj+1'm+m+ bn'ﬁ
Entdo, by Uy + - — U+ 4 by -V, =0

Logo, bj = —1 e, portanto, V é LD.

A Independéncia Lineartem uma interpretacdo geométrica util:

i) SejaV = R? ey, v, €V.{v;,V,}éLD se e somente se 7; e U, estiverem na mesma reta quando
colocados com seus pontos iniciais na origem (v; = A - v,)*s30 pararlelos:
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i) SejaV = R3ev],v,,v3eV.{V], 1, V3}éLD se estes 3 vetores estiverem no mesmo plano quando
colocados com seus pontos iniciais na origem:

Exemplo: Os vetores \71 =(2,2,0), \72 =(0,5-3) e \TS =(0,0,4) sdoLloulD?
Solugdo: Verificando a expressdo & (2,2,0)+a,(0,5,—-3) +a,(0,0,4) =(0,0,0)

2, =0=4a,=0
=1 28,+53,=0=4a,=0
-3a,+4a,=0=4a,=0

Logo, como o sistema admite somente a solucdo trivial, os vetores sdo LI.

8.1. Questoes

1) Considere dois vetores (a, b) e (¢, d) no plano. Se ad — bc = 0, mostre que eles sdo LD. Se ad — bc #
0, mostre que eles sdo LI.

2) Para quais valores de a o conjunto de vetores {(3,1,0); (a® + 2,2,0)} é LD?
3) Verifique se os polinbmios seguintes sdo linearmente dependentes ou independentes.
a)t? —2t+3,2t2+t+8et®>?+8t+7

b)t? —1,t+1let+2
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4) Ache as relagGes lineares ndo triviais satisfeitas pelos seguintes conjuntos de vetores.
a) (2,1,1), (3,—4,6) e(4,—9,11) € R3
b) (2,1), (—1,3) e (4,2) € R?
c) (1,0,2,4), (0,1,9,2) e(-5,2,8,—16) € R*R*
d) (1,4), (3,—1) e(2,5) € R?
5) Verifique se o conjunto a seguir é LD ou LI: {(1,2x, —x?), (2, —x, 3x2), (3, —4x, 7x%)}.
6) Sejam x4, x,ex vetores L.I. em R™ e seja
Y1 =%+ Xz, Y2 =X t X3, Y3 = X3t X1
Sao yi, ¥, e y3 linearmente independentes? Demonstre sua resposta.

7)Sejam v, e v, dois vetores em um espaco vetorial V. Mostre que v, e v, sdo linearmente dependentes
se e somente se um dos vetores é multiplo escalar do outro.
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1. LIMITES

1.1. Defini¢do Geral

Se os valores de f(x) puderem ser tdo proximos quanto quisermos de L, fazendo x
suficientemente préximo de A (mas ndo igual a A), entdo escrevemos:

lim f(x) = L
O que deve ser lido como “o limite de f(x) quando x tende a a é L”.

De outra forma, isso significa que os valores de f(x) ficam cada vez mais préximos do nimero L a
medida que x tende ao nimero a, mas x# a.

Preste atengdo na frase “mas xza”, significa que no limite de f(x) quando x tende a a nunca
consideramos x= a. Entdo, f(x) ndo precisa sequer esta definida em a, somente nas proximidades de a.

0 a b 2 0 a X 0 da
(a) (b) (c)

Figural

Na figura 1, note que, na parte (c), f(a) ndo esta definida e, na parte (b), f(a) £L. Mas, em cada
caso, o limite é igual a L.

1.2. Limites Laterais
o Defini¢do

Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a pela esquerda é igual a L, se pudermos tornar
os valores de f(x) arbitrariamente préximos de L, tornando x suficientemente proximo de a e x menor do
que a, e escrevemos:

lm flx) =L

a

Analogamente, definimos o limite de f(x) quando x tende aapela direita e escrevemos:

hm f(x)=L

a

Da definicdo geral de limite, concluimos que:

lim f{x) =L seesomentese lm flx)=L e Ilm f(x)=L
I—a X—d

X—a



Ou seja, o limite de uma dada funcgdo existe, em um dado ponto, quando existirem os limites
laterais (no dado ponto) pela direita e pela esquerda, e os mesmos forem iguais.

1.3. Limites Infinitos

o Defini¢éo

Seja f uma fungdo definida em ambos os lados de a, exceto possivelmente em a. Se podemos,
através de uma escolha adequada de x, nas proximidades de a, fazer os valores de f(x) ficarem

arbitrariamente grandes (tdo grande quanto quisermos), entdo escrevemos:

lim f(x) = =
X—da

E |é-se “o limite def(x), quando x tende aa, é infinito”.

- Exemplo Resolvido

lim —

Queremos encontrar o limite
—0 xX°

Para a funcdo f(x)= 1/x?, temos o seguinte grafico

Figura 2

Vemos que, a medida que x se aproxima de 0, x> também se aproxima de 0, e 1/x? fica muito
grande. Entdo, tomando valores de x préximos de 0, observamos que f(x) torna-se arbitrariamente grande
e, para indicar o comportamento da func¢do, escrevemos:

1

lim— = =
0 x°

Isso nao significa considerar como sendo um nuimero, é simplesmente uma forma de expressar
que o limite de f(x) pode assumir valores tdo grandes quanto quisermos, bastando escolher valores de x

adequadamente préximos de 0.



1.4. Calculo dos Limites

1.4.1. Utilizando as Leis do Limite

Leis do Limite  Seja ¢ uma constante e suponha que existam os limites lim f(x) e lim g(x)
I—da I—a

Ent3o
L. lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)

"0 limite de uma soma é asoma dos limites"
2 lim[f(x) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x)

"0 limite da diferenga & a diferenga dos limites"
: | 1m3 [ef(x)]=¢ !il}: f(x)

"0 limite de uma constante vezes umafungdo é a constante vezes o limite da fungdo”
4. lm; [f(x)g(x)] = Jlrlm flx) - !il:l} gl(x)

"0 limite de um produto é o produto dos limites"

= lim f(x)
5. lim L) — x=a se lim g(x) # 0
x—~a g(x) !m: glx) 1—a

"0 limite de um quociente & o quociente dos limites
{Desde que o limite do denominador seja diferente de zero)"




o Exemplos Resolvidos

Calcule, utilizando as Leis do Limite, os limites abaixo

4 2
@) lm (3x +2x —x+1)
r—-2

4 2
lm (3x +2x —x+1) =lm 3x Thm 2x —11n1 xtlm 1 [Leis1e2]

x—-=2 x—-2 E-a—3 I-+-2 x—3-2

=3lm x +’1m1 b = —hm \Thm 1 [3]

x—-2 x—-2 X—3—2
=3(-2) +2(-2) <2+ [9.8e7]
—48+8+2+1=59
2
" 2x +1
b) Lm ———
=21 x +6x—4
)2 lim (zx"+1‘1 )
'y + .9
lim - o ; «. [Leis]
=2 x +6x-4 lim ( x—+6x—4)

12

2im x +lim 1
— I:-!—' £ Xx—2 [2‘ 1 5 3]
lim x +6lm x-lim 4
x—2 x—=2 x-2
D 2 %
:# =1—?,=j‘ [9.7e8]
@64 12
: x;+_r—6
¢/ lmm 5
x—2 X2

N3do podemos encontrar o limite substituindo diretamente x = 2, pois tornamos, dessa forma, o
denominador nulo.

Fatorando o numerador como uma diferenga de quadrados, temos:

winb o boSied

x-2 x-2

Quando tomamos o limite quando x tende a 1, temos x#1, e assim x — 1 # 0. Logo, podemos
cancelar o fator comum e calcular o limite, como se segue:

X 46 £3)(x2
lim *—— =lim L(f) =lim (++3)=2+3=5
x—=2 X< x—=2 x= x—2



Por meio dos exemplos, podemos notar que se f for uma funcdo polinomial ou racional e a

estiver no dominio de f, entdo:

llmd f(x) = fla)

o Exercicios Propostos

Calcule os limites, se existirem:

xXX+x—6
. im——
.t"ol;l'-! X — 2
 xP—x+6
YT
) t?—9
s’r!yzg 22+ T7t+ 3
4+ h)?— 16
7. lim ( )
h—0 h

(1+h¢—1
m-—

9. flzl-() 7
. 5.—
11. !maf’——\f;
‘ VX +2—3
13. lim
x—7 x—7
3 .
.4 i
= xlln—ii . e o
x? — 81
17. lim———
=9 Jx—3

19. Iim (: — l)
=0\ ty/1 + ¢ t

21. lim |x + 4]
x——4
. |2— 2]
e 5

0 —x— 2

25. cCaleule lim ——

a3 —x—1"

26. Existe um valor de a tal que

x4+ ax+a+3

10. |

12.

14.

16.

18. |

I x2+5x+4
im ——
—4 x+3x— 4

I x?— 4x
e — 35—

2
I x— 4x
im ———
—=-1x"—3x—4

=1

lim -
x—2

x+4

I——4-

. LX
fim 55

exista? Caso afirmative, encontre a e o valor do limite



1.5. Limites no Infinito
o Defini¢do
Seja f uma funcdo definida e, um intervalo (a,=). Entdo
llit‘n' fx)=L
Significa que os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente proximos de L, tornando-se x
suficientemente grande.

E |é-se “o limite de f(x), quando x tende ao infinito, é L”.

Note que existem varias formas de o grafico de f aproximar-se da retay = L (chamada assintota
horizontal), variando o valor de x, como ilustrado nas figuras 6, 7 e 8.

i N I filx)

0 x 0

X : X
Figura 6 Figura7 Figurag

o Exemplo Resolvido

Queremos encontrar o limite abaixo: )
. X —x-12
lim

1= 5x + 4x + 1

Para calcular limites no infinito, primeiro dividimos o numerador e o denominador pela maior
poténcia de x que ocorre no denominador. No nosso caso, a maior poténcia de x é x?, entdo

temos:
3t — 2 | 2
- ' - 3 ————
. 3xr—x-—-2 . >a , X X
Im———— = lim— = lim
e 3x° + 4x + 1 o x° + 4x + 1 X0 4 |
- 54+ —+—
x- X x
o E | 2 )
lim ( 3———— '
I—% \ x x- I s
= (Lel 5)
o 4 1)
Ilm(5+—+—1)
I—w \ X 3~
. Lo ne
Im3 — lim— — 2 lim—
X I—w X I—w X ,
— 1 (1,2e3)
ImS5 + 4 lim— + lim—
I X—w X x—® X°
3—-0-0 o
540+0

Ln I (5]



o Exercicios Propostos

Calcule os limites:

3T —x+4 [12x* — 5x + 2
27. lm ———— 28. lim , | - .
== 2x° + 5x — 8 s\ 1+ 4x% + 3x
| 3x+ 5
29. lim ——— . lim ——
Boesa ' - g~
]l —x—x° 2 — 3y
. lim ———— 32 lim —————
== 2x°*—17 y—= Sy° + 4y
x} + 5x P+ 2
33 Iim————— 34, lim =
x=m 2x — x° + 4 - t? + 12 — 1
4u* + 5 x+2
35 lim — — : 36, lim —
u—m (g* — 2)(2u" — 1) 1o fOx? + 1
- -
. (0% — x . [OxS — x
37. hm—v,— 38. lim \z—
== x° + 1 —=-= x° + 1]
39. lim (V922 + x — 3x) 40. lim (x + /x2 + 2x)
X—»m I—»—00
41, lim (Va2 + ax — Jx2 + bx) 42 xlim (x — vx)
X—»m >0
43. lim /x 44, lim Jx
X—® I——w
3 5 1
X x —2x+3
45 lm——— 46. lim =
X—>0 l — x4+ _"4 I—»® 5 —_ 2.1';

47. lim (x* + x°)

X—» —w

1.6. Outros Limites

1.6.1. Limite Trigonométrico Fundamental

Do Limite Trigonométrico Fundamental, obtemos:

; 5@ —1
00 f
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o Exemplo Resolvido

. in 7x
Calcular lim A
0 dx
Temos que sin Tx - 1( sin 7x )
4x 4 Tx
i sin7x ; ]l( sin Tx )
8 =0 4x =—0 4 Tx
- 7 lim sin'l‘.r_ 7 | — 7
4 -0 Ix 4 4
o Exercicios Propostos
Calcule os limites:
. sln 3x . sindx
48. lim 49, lim —
—=0 X -0 sin 6x
. tan 6f . cos@—1
50. lim — 51 lim —
1—0 sin 2t #—=0  sin
~ sin(cos 6) _ sin* 3t
52. Iim — 53. lim >
=0 sec @ t—0 -
. cot2x ) SIN X — COS X
54. lim 55. lim ————
-0 cscx x—wf4 cos 2x

1.6.2. Limite Exponencial Fundamental

;i \n
e = lim ( 1+ l) ou (se colocarmos n = 1/x) e= Iing 1+ 2~
X—»

A—w n

Ovalorde ¢ ¢ e = 2.T182818
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o Exercicios Propostos
Calcule os limites:
1 \2a

56. lim { == 57. lim { 1 + L.‘)m
A—® | A—=® \ n/

n

58. ﬂ“l‘]‘!_ { L+ %)ﬂ 59. ﬂllm 1 + 3% )F

\

/ .\_
60. Mostre que lim ( | + — | = e* para qualquer x = 0.

n

1.7. Continuidade
o Definigdo
Uma fungao f é continua em um nimero a se,
lll]} f(x) = fla)
Essa definicdo implicitamente requer trés condi¢des para a continuidade de fem a:

I. fla) esta definida {isto &, a estano dominio de [}

2. lim f(x) existe

I—a

3. lim f(x) = fla)

Se f ndo for continua em a, dizemos que f é descontinua em a. Um ponto de descontinuidade
de uma funcdo é um ponto onde o gréfico apresenta uma interrupg¢do (um buraco ou um salto).

Geometricamente, vocé pode pensar em uma fungdo continua como uma fungao cujo grafico
ndo se quebra. O gréfico pode ser desenhado sem remover sua caneta do papel.

o Exercicios Propostos

Use a defini¢do de continuidade e as propriedades dos limites para provar que a fungao é
continua em um dado numero.

6L f(x)=x*+JT—x, a=4
6L f(x)=(x+ 2x*)%, a=—1
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Explique por que a fungdo é descontinua no nimero dado.

64. f(x) =In|x — 2]

|
5. fx)=<¢x~-1

2 se =1

sex#1

e¥ sex<0

b6. f(x) = { bz

x° sex=0

X —x £ 1
67. f(l]' — { _xz s fil se X
\I se x =1

xX—x—12
68. f(x) =4 x+3

—5 e x = —3

se x #—3

\

89. fF(x) = {l +x* sex< 1

4—x sex=1

a=2
a=1
a=>0
a=1
a—= —3
a=1
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2. Derivadas
2.1. Definigcdo
A derivada de uma fung¢ao f em um nimero a, denotada por f'(a), é

fla + h) — fla)

h Se o limite existe.

f'(a) = lim
: h—0

Escrevendo x = a + h, temos uma maneira equivalente de escrever a definicao de derivada

f'a) = lim S — fla)

I—a x — 4

o Exemplo

5

Encontre a derivada da fungo f(x)=3-2x+4x em um nimero a

£ (@) =lim w . 3-2(a+h)yH4(ath) F-G-2at4a’)
k-0 . h—0 h

3 9 g, 2
[3-2a-2h+d4a +8ah+4h |-(3-2a+4a ) . -2h+8ah+4h
m =lm ——— ——

=h

h—0 h ho0 h
h(=2+8a+4}
i 28 o (248a Ay =2+8a
h—0 h h—=0

o Exercicios Propostos

. f(x) =3 — 2x + 4x? 2. f=1t*— 5t

(]

2t -+ 1 x-+1

4. f(x)=

3. flH=

x—2
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2.2. Interpretag¢do Geométrica

A reta tangente a y = f(x) em (g, f(a)) € a reta que passa em (a, f(a)), cuja inclinagdo é igual a
f'(a), a derivada de fem a.

s~ ¥=fi(x) s ~¥=f(x)
(.’—————

} fla + k) — fla) .V } flx)— fla)

1 a a+h x S x
o ~ fla+h)— fla) o ~ fix)— fla)
(a) f'la)=lim ——4mM8 — (b) f'(a)=lim
k=0 h I—a X—a
=incdinagdo da tangente em P =indinagio datangente em /
=inclinacdo da curva em F =incinacdo da curva em F
Figura 9 (a) (b}

A figura 9 ilustra a interpretacdao geométrica de uma derivada.

2.3. Derivadas de Fungdes Polinomiais e da Fung¢do Exponencial Natural
2.3.1. Derivada da Fungdo Constante
O grafico da funcdo constante, f(x) = ¢, é a reta horizontal y = ¢, cuja inclinacdo é 0. Logo,

devemos ter f/(x) = 0. Calculando a derivada pela defini¢do, temos:

f(x + h) — f(x) . €—¢
= |lim

h h—0  h

f'(x) = lim
f—=0
=lm0=0

k—=10}

Entdo, concluimos:

"
Derivada de uma Funcdo Constante e (c)=10
dx

2.3.2. Derivada da Fungdo Poténcia
O grafico da fungdo f(x) = x é a reta y = x, cuja inclinacdo é 1. Logo:

"
—fxj =1
e X
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Para a funcdo poténcia f(x) = xn, podemos determinar que:

. . a . i .
—_— : ] — 7 P — = — ': —_— -1 — i ) 4
(x°) = 2x e ()= 3% i (x*) = 4x

dx
Através dos exemplos paran =1,2,3 e 4, podemos supor que, para n inteiro, (d/dx)(x") = nx""!

Calculando a derivada, pela definicao, de f(x) = xn, temos:

leimu

f'(a) = lim
I—a X —a —-a X —1Q4
Fazendo x"—a"=(x—a)x" '+ x"%a+---+xa"? + a"') temos,

f‘(a] = lim (,\'“—l - _\‘"_za o g xaﬂ—f + an—l‘)
I—a

o = | o | olt
=a"'+a"%a+---+aa"?*+a"!

A regra da derivada da poténcia também é verdadeira para todo n real. Concluindo:

A Regra da Poténcia Se n for um numero real qualquer, entdo

—{x*) = ax*"

dx

o Exemplo Resolvido

d . .
= G4+ 12 4"+ 100> — 622 9)
x

d .. d . & . & . d d _
=—GHN+ 12— @) -4— G+ 10— () —6— () +—(5

dx L dx ) -4 dx (") dx ) dx e dx )
=8x" + 12(5x*) — 4(4x*) + 10(3x*) — 6(1) + 0

=8x" + 60x*— 16x° + W* — 6

o Exercicios Propostos

Diferencie
P2 &
5. Flx) = —4x" bg)=5"-2'+6 1B y="%
1. f() =35 — 3¢* + ¢ 8. V(r) = tar’
X - 5
9' Y“) = 6f & |0. R(t) — 5;2 M- F(x) ‘V'x
3 5 3 /10
. y=3x 12. R(x) =~

5
i

X
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2.3.3. Derivada da Fung¢do exponencial

Seja a fungdo exponencial f(x) = a". Utilizando a definicdo de derivada, temos:

wor . Jx+h)—fx) a*tt — g*
f'lx) = '!11‘1} . - 'l‘m?' p
. —d . a(a®-1)
= lim = lim
h—0 h h—0 h

O fator @ n3o depende de h, logo podemos coloca-lo adiante do limite. Além disso, temos que o
limite obtido é o valor da derivada de f em O, logo:
i
a — 1

(x) = a™ lim
Jx) g h—=0 h

. a* —
Ihm——
h—0

h =10

f'(x) = f'(0)a”

A analise numérica (Figura 10) da equacdo encontrada, para a = 2 e a = 3, nos fornece o seguinte
resultado:

h — - - T ~h_ 1
I“’ A”‘ - = = e
Paraa=2, f'(0)=lim——— = 0.69
N h—=0 }f
0.1 0.7177 1.1612
0.01 0.6956 1.1047 3 _
0.001 0.6934 1.0992 Paraa=3, f'(0)= 'llim I— = 1.10
/ 21
0.0001 0.6932 1.0987 .
Figura 10

Ao escolhermos a base a, a férmula de diferenciacdo mais simples ocorre quando f/(0) = 1. Pela
andlise numérica feita para a = 2 e a = 3, estima-se que o valor de a que torna f(0) = 1 esta entre 2 e 3.
Esse valor é denotado pela letra e. Assim, temos a seguinte definicdo:

Defini¢do do Numero ¢

h

- L
€ & o numero tal que !nn B =1
h—0 1

Se fizermos a = e e, consequentemente, f/(0) = 1 teremos:

Derivada da Funcdo Exponencial Natural

d

—(e")=€"

dx B
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o Exemplo Resolvido

Se f(x) = e - x, ache f/(X).

o) =2 % — =2 - S —1

x] = g —X) = e — X)) =¢g —

) dx g dx j dx g

[1 Exercicios Propostos

15. y=5¢+3 16. G(x) = Vx — 2¢°
b c "

e y=p"+t— % — 18. y=¢"" + 1

v v

2.4. As Regras do Produto e do Quociente
2.4.1. Regra do Produto

A Regra do Produto diz que a derivada de um produto de duas fun¢des é a primeira fun¢do vezes
a derivada da segunda fungdo mais a sequnda fungdo vezes a derivada da primeira fungdo.

A Regrado Produto Se fe g forem diferenciaveis, entdo

d i 1 d _
Zfxg)] = Fx)——L[g(0)] + gx) —[f(x)]
dx dx dx

o Exercicios Propostos
19. x’e’ 20. f(1) = (t* — 3t* + t)(¢* + 8)

21. y= e*( x> —20x* + 50x) 22 filx) = {=* — 3=z} 5x% — 2x° + 6)

2.4.2. Regra do Quociente

A Regra do Quociente diz que a derivada de um quociente é o denominador vezes a
derivada do numerador menos o numerador vezes a derivada do denominador, todos divididos
pelo quadrado do denominador.

A Regra do Quociente Se fe g forem diferenciaveis, entio

dx

- d
) — @] = flx g(x)
d |f(,r')} glx, d.\'“hl] f(x) d_r[g 1‘]

glx) [g(x)]
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o Exercicios Propostos

23. v 4. v

25. y 26. v

el + 1

2.5. Derivadas de Fungées Trigonométricas, Exponenciais e Logaritmicas

2.5.1. Derivadas das Fungoes Trigonométricas

Derivadas das Func¢des Trigonométricas
d .
—(sinx) = cos x
dx
d ( ) .
—(cosx) = —sinx
dx
E (tan x) ;
— (tan x) = sec’x
dx

(csc \J — —CSsC X CcoLl x

dx

— (sec x) = sec x tan x

dx
d

— (cot x) = —cscx
dx

o Exemplo Resolvido

Calcule a derivada de tg x, a partir das derivadas de sen x e cos x.

¢ d [ sinx
——(tanx) = ( )

dx dx

\ COS X /

cos .\‘i (sin x) — sin .\'i (cos x)
dx dx

Cos™x

cos x * cos x — sin x(—sin x)

COosXx

cosx + sinx




o Exercicios Propostos

Diferencie
27. f(x) =x— 3sinx 28. f(x) =xsinx
29. y=sinx + 10tanx 30. y=2cscx+ Scosx
o 9. e RN
T e iy
B 0= 5 s ok —

2.5.2. Derivadas das Fungdes Exponenciais e Logaritmicas

Derivada da Funcao Exponencial

L. (a*) =a*lna — (") = ¢*

dx dx

Derivada da Funcdo Logaritmica

i(Io x) = —(Inx) =—
dx Ba xlna dx X = x

o Exemplo Resolvido

Calcule as derivadas de 2 e f(x) = log102.

d
—(2*)=2"In2

dx

d 1
logio2 = 57170

f'lx) =

dx

2.6. Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia é utilizada para calcular a derivada de fun¢Ges compostas.

ARegradaCadeia Se f e g forem diferenciaveise F' = f= g forafungdo composta

definidapor Flx) = f(g(x)), entdo F é diferenciavel e F'é dadapelo produto
F'(x) = f'(g(x))g'(x)

ou,se v = flu) e u = glx) forem funcdes diferenciaveis, entio

dy _dy du
dx du dx
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o Exemplo Resolvido

Calcule F'(x)se F(x) = /X2 + 1.

F(x) = (fe g)(x) = f(g(x)) onde f(u) =u e g(x) =x>+ 1

sendo f'(u) = qu ' = 2 1‘,_ e g'(x) =2x
2/u

Temos F'(x) = f'(g(x))g'(x)

= ;_ - 2x = ¥

2Jx2+ 1 Jai+1
o Exercicios Propostos

Derive as funcées
35. F(x) = sin4x 36. F(x) =4 + 3x
37. F(x) = (x’ + 4x)’ 8. Fx) = (x* —x+ 1)’
39. y = cos(a® + x?) 40. y = a’ + cos’x
4. y=xe™ 42, y=10'"*
43. f(x) = In(x* + 10) 44. f(x) = loga(1 — 3x)
45. f(x) = cos(In x) 46. F(v) = yIn(l + &%)
Encontrey’ e y”.
47. y=xInx 48. y = h:—.‘
49, y = logpx 50. y = In(sec x + tan x)

2.7. Aplicagées de Derivagdo
2.7.1. Reta Tangente
Na secdo 2.2, vimos que:

A reta tangente a y = f(x) em (a, f(a)) € a reta que passa em (a, f(a)), cuja inclinagdo € igual a
f'(a), a derivada de fem a.

Logo, se usarmos a formula da equac¢do de uma reta, vista em geometria analitica, poderemos
escrever uma equacdo da reta tangente a curva y = f(x) no ponto (a, f(a)):

y — fla) = f(a)(x — a)
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o Exemplo Resolvido

~ , 2
e Encontre uma equacdo da reta tangente a parabolay = x™ — 8x + 9 no ponto (3, -6).

Temos que a derivada de f(x) = x2 —8x+9emaéf(a)=2a-8. Logo, a inclinagdo da reta
tangente em (3, -6) é f/(3) = 2(3) — 8 = -2. Assim, uma equacdo da reta tangente, como ilustrado na figura

11, ¢é

y—(-6) = (-2)(x—3) ou y = -2X

y

Figura 11
o Exercicios Propostos
51. se g = 3x? — 5x,encontre f(2) e use-o para achar uma equagdo daretatangente aparabola
y = 3x? — 5x noponto (2, 2).
52. se glx)=1— x”encontre §'(0) e use-o para achar uma equagio daretatangente a parabola
y =1 — x* noponto (0, 1).

53. se aretatangente ay = f(x) em (4, 3) passa no ponto {0, 2), encontre f{4)e f{4).

Encontre uma equacgao da reta tangente a curva no ponto dado.

M.y=1+2x-x (1.2
55. y=+v2x + 1, (4,3)

56. y=(x—1)/(x—2), (3,2)
57. y=2x/(x + 1)), (0,0)

2.7.2. Velocidades

Suponha um objeto movendo-se sobre uma linha reta de acordo com a equacgdo s = f(t), onde s
é o deslocamento do objeto a partir da origem no instante t. A funcdo f que descreve o movimento é
chamada de fungdo posi¢do do objeto. No intervalo de tempo entre t =a e t = a + h a variacdo na posicdo
sera de fla + h)— f(a) (Figura 12). A velocidade média nesse intervalo é
deslocamente _ fla + h) — fla)

velocidade média = =
tempo h




22

que éigual a inclinagdo da reta tangente PQ (mpq), como ilustrado na Figura 13.

54
Qla + h, fla+ h)

lr—

Pla, fla)) -
t=a t=a-+h /" h
| | Y
0 ; . 5 : _
fla + h)— fla) 0 a a+h t
f—— fla) — fla + k) — fia)
Mpg="——"——

Figura 12 Figura 13

fla + h) ———

Suponha agora que a velocidade média seja calculada em intervalos cada vez menores [a, a + h].
Em outras palavras, fazemos h tender a 0. Definimos velocidade (ou velocidade instantanea) v(a) no
instante t = a como sendo o limite dessas velocidades médias:

fla + h) — fla)
h

vla) = hm
)

O limite acima representa a derivada da fungdo posi¢do do objeto no ponto g, ou seja:

vla) = f'la)

De forma andloga a velocidade, e definindo a func¢do velocidade, temos que a aceleracdo do
objeto

é dada pela derivada da fungao velocidade, logo:

ala) = v'la)




58.

59.

60.

6l.
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o Exercicios Propostos

Se uma bolafor atirada ao ar com uma velocidade de 40 pés/s, sua altura (em pés) depois de ¢
segundos é dada por y = 40t — 16¢°. Encontre a velocidade quando ¢ = 2.

Se uma flecha é atirada para cima sobre a superficie da Lua com uma velocidade de 58 m/s, sua
altura {(em metros) apés t segundos é dadapor H = 58t — 0.83¢°

{a) Encontre a velocidade daflecha apos 1 segundo.

{b) Encontre avelocidade daflecha quandeo t = a.

{c) Quando aflechavoltaparaalua?

{d) Com que velocidade aflecha atinge a Lua?

O deslocamento {em metros) de uma particula movendo-se ao longo dareta é dado pela equagio
do movimento s = 4t + 6¢ + 2, onde f é medido em segundos, Encontre avelocidade e a
aceleracdo daparticulanosinstantes t = a.t = 1.t = 2. and r = 3.

O deslocamento (em metros) de uma particula movendo-se ao longo dareta é dado pela equagio
s=1>— 8 + 18, onde t é medido em segundos.

{a) Encontre as velocidades medias sobre os seguintes intervalos de tempo:

(i) [3.4] (i) [3.5,4]
(iii) [4,5] (iv) [4.4.5]

{b) Enconte avelocidade instantanea quando ¢ = 4.
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2.7.3. Valores Mdximo e Minimo

Algumas das aplicagdes mais importantes do cdlculo diferencial sdo os problemas de otimizagdo,
em que devemos encontrar a melhor maneira de resolver um problema. Esses problemas podem ser
resolvidos encontrando os valores de maximo e minimo de uma funcao.

o Defini¢éo

Uma funcdo f tem um maximo absoluto em c se f(c) 2 f(x) para todo x em D, onde D é o dominio
de f. O numero f(c) é chamado de valor maximo de f em D. Analogamente, f tem um minimo absoluto em
c se f(c) < f(x) para todo x em D, e o nimero f(c) é chamado de valor minimo de f em D. Os valores
maximos e minimos de f sdo chamados de valores extremos de f.

A Figura 14 mostra o grafico de uma fung¢do f com maximo absoluto em d e minimo absoluto em
a. Note que (d, f(d)) é o ponto mais alto do grafico, enquanto (g, fla)) é o ponto mais baixo.

Va

Af

t fid)

S S S S S R AR S |

.

| SR,
™~ ——————
"~ —————

=

Figura 14

Uma fungdo f tem um mdximo local em c se f(c) 2 f(x) quando x estiver nas proximidades de c.
Analogamente, f tem um minimo local em c se f(c) < f(x) quando x estiver nas proximidades de c.

Teorema de Fermat: Se f tiver um mdaximo ou minimo local em ¢, e f’(c) existir, entdo f(c) = 0.

Entdo, pelo Teorema de Fermat, encontramos o ponto de maximo ou de minimo da funcdo,
caso ele exista, derivando a funcdo e igualando-a a zero. Para descobrirmos se o ponto encontrado é de
maximo ou minimo, temos que analisar as derivadas nas proximidades do ponto encontrado, conforme

indicado na Figura 15.
¥y b,

(a) Maximo local (b) Minimo local

L

(¢) Nem maximo, nem minimo (d) Nem maximo, nem minimo

Figura 15



o Exemplo Resolvido
Encontre os valores de maximo e minimo locais da funcdo
gx) =x+2sinx O=x=27
Diferenciando g, temos:

glx) =1+ 2cosx

Logo, fazendo g‘{x) =0, temos cos x =-1/2. Como solugdo dessa equagdo, temos 277/3 e 447/3.

Vamos analizar atabela a seguir.

Intervalo glx)=1+ 2cosx
0<x<2%w/3 +
2w/3 < x < 4w/3 —
/3 <x<2w +

Como o sinal de g'{x) muda de positivo para negative em 24/3, temos um maximo local em
27/3 e o valor maximo local é de

2 2 oL 2
™ . 2 2= /3 2 -
+25mT= +2(\'—)— 3

2
Y 3 "\ 2

Damesmaforma, o sinal de g'(x) muda de negativo para positivo em 44/3, logo

o 4w . 4w 4w ( 3 ) 47
Am)3) = — + 2sin— =2 42 -2 ) =
g(4m/3) 3 + 2 sin 3 3 - 5 3

- /

— 3 =246

& um valor de mimimeo local.
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62.
b3.
64.

b5.
bb.

67.
68.

69.
70.

71

4 A

73.

74,

15.

o Exercicios Propostos

Encontre os valores maximos e minimos absolutos de f no intervalo dado.

f(x)=3x*—12x+ 5, [0,3]
f@=x—3x+1, [0,3]
Fo) =x*— 2x? + 3, [-2,3]
f@=G"-1), [-1,2

e s ¥
flx) = T [0, 2]
fO=tJ4 -2, [-1,2]
f(x) =sinx + cosx, [0, #w/3]
f(x) =xe*, [0,2]

f(x) =x—3Inx, [1.4]

Um modelo para indice de preco de alimentos (o preco de uma cesta basica) entre 1984 e 1554 &
dado pela funcao

I(r) = 0.00009045¢" + 0.001438¢* — 0.06561¢° + 0.4598¢* — 0.6270¢ + 99.33

onde f & medido em anos desde a metade do ano de 1984; assim 0 £ £ =10, e /{f) € medidoem
1987 ddlares e reduzido em uma escala tal que /{3) = 100. Estime os periodos nos quais a comida
foi mais barata e mais cara durante o periodo de 1984-1994.

Um fazendeiro quer cercar uma area de 1,5 milhdo de pés quadrados num campo retangular e
entdo dividi-lo a0 meio com uma cerca paralela a um dos lados do retdngulo. Como fazer isso de
forma a minimizar o custo da cerca?

Uma caixa com uma base quadrada e sem tampa tem um volume de 32.000 cm?®. Encontre as
dimensdes da caixa que minimizam a quantidade de material usado.

Um contéiner paraestocagem retangular com uma tampa aberta deve terumvolume de 10 m*. o
comprimento de sua base & o dobro da largura. O material para a base custa $ 10 por metro
guadrado. O material para os lados custa S 6 por metro quadrado. Encontre o custo dos materiais
para o mais barato de tais contéineres.

A moldura para uma pipa é feita de § pedacos de madeira. Os quatro pedacos externos foram
cortados com os comprimentos indicados na figura. Para maximizar a area da pipa . de que
tamanho devem ser os pedacos diagonais?
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1. 0 que é metodologia cientifica?

E um conjunto de abordagens, técnicas e processos utilizados pela ciéncia para formular e
resolver problemas de aquisicdo objetiva de conhecimento, de uma maneira sistematica. Em
suma, a metodologia cientifica faz jus ao método cientifico, consistindo de procedimentos
utilizados de maneira ordenada e regulada, visando a obtengdao de novo conhecimento ou a
resolucdo de problemas que acompanharam a aplicagdo de conhecimento passado.

Pode também ser entendida como:

v" Conjunto de métodos aplicdveis numa ciéncia;

v" Processo com a finalidade de tratar a realidade tedrica praticamente;

v" Método que envolve a pesquisa/exploracio;

v" Envolve a definicdo de instrumentos e procedimentos para analise de dados.

2.Para que ela serve?

A metodologia é essencial para lidarmos com as questdes corriqueiras do dia-a-dia, seja a
indagacdo sobre onde estd uma receita de bolo, até a respeito de como sdo constituidas as
proteinas.

O objetivo fundamental da investigacao cientifica é descobrir respostas para problemas
mediante o emprego de procedimentos cientificos (de uma maneira sistematica, que possa ser
reproduzida). O que é investigar? Investigar é “descobrir ou averiguar alguma coisa, explorar”.

v" Segundo fontes da internet, a investigacdo é como um bom crime:



v E um processo premeditado...

v" Intencional...

v’ Exige andlise fria da situac3o atual

v" Escolha fundamentada do melhor método...

v' Requer resultados...

v" Deve poder ser desmontado...

v' Requer interpretacdes...

v" Sai nas noticias.

3. Razoes para investigar

v' Aumentar o conhecimento disponivel numa ciéncia ou na pratica profissional;

v' Aumentar a troca de informacgdes dentro de uma comunidade (geralmente cientifica);
v" Fundamentar e questionar as praticas tedricas;

v" Aumentar o reconhecimento e a credibilidade de uma area cientifica ou profiss3o;

v Inovar e promover o desenvolvimento tecnolégico.



4. Figuras Importantes da Metodologia Cientifica

Descartes: prop0s chegar a verdade através da duvida sistematica e da decomposicdo do
problema em pequenas partes, caracteristicas que definiram a base da pesquisa cientifica. Bases
do conhecido “Método Cientifico”.

Karl Popper: o cientista deve trabalhar com o falseamento, ou seja, deve fazer uma hipdtese e
testar suas hipdteses procurando, ndo provas de que ela esta certa, mas provas de que ela esta
errada. Se a hipdtese nao resistir ao teste, diz-se que ela foi falseada, que foi “desmentida”. Caso
contrario, diz-se que foi corroborada, mais indicios de que ela esta certa.

Edgar Morin: prop&e, no lugar da divisdo do objeto de pesquisa em partes, uma visdo sistémica,
do todo (teoria da complexidade).

Hegel: A construcao do conhecimento se dd através da comprovacao ou refutacdo de uma
afirmacao, a tese, que pode ser verdadeira ou falsa. A tese é a pretensado da verdade e deve ser
confrontada com a sua negacao, a antitese. O resultado do confronto é a sintese.

5. Métodos

v METODO INDUTIVO:

e Observacao rigorosa de fatos particulares para se chegar a conclusdes gerais.

e Pressuposto basico para a ciéncia experimental, baseadas na verificacao.

v' METODO DEDUTIVO:

e Raciocinio que parte do geral ao particular, do universal ao singular.
e Premissa maior: todo ser humano é mortal
e Premissa menor: x € humano

e Conclusdo: logo x é mortal



v METODO HIPOTETICO-DEDUTIVO:

e Busca superar as limitagées dos métodos dedutivo/indutivo.

e Elege-se um conjunto de proposi¢des hipotéticas que podem vir a ser comprovadas
mediante a experimentagdo. Entre eles encontra-se a refutabilidade de Karl Popper.

6. Estrutura do Trabalho Académico

6.1. Elementos pré-textuais:

Capa: Cobertura externa de material flexivel ou rigido. E um elemento obrigatério, onde as
informacgdes sao transcritas na seguinte ordem:

v" Nome da instituicdo
v Titulo

v" Subtitulo, se houver
v

Autor do trabalho, seguido de dados da turma/disciplina

<\

Numero do volume, se houver mais de um

v' Cidade da instituicdo — Ano de entrega

Folha de Rosto: Contém elementos essenciais que identificam o trabalho.

v" Nome do autor

v’ Titulo principal

v’ Subtitulo

v" Numero do volume, se houver mais de um

v" Nota explicativa contendo a natureza e objetivo do trabalho, nome da instituicdo e area
de concentracao

v Nome do orientador

v" Local



v" Ano de entrega

Errata: constituida pela referéncia do trabalho e pelo texto da errata. Pode ser apresentada em
papel avulso ou encadernada acrescida ao trabalho depois da impressdao do mesmo.

Folha de aprovacao:

v Autor, centralizado na primeira linha do texto, em letras maitsculas

v Titulo por extenso e subtitulo (se houver).

v" Nota explicativa contendo a natureza e objetivo do trabalho, nome da instituicdo e area
de concentracao

v Data da aprovacio colocada logo depois da nota

v" Nome, titulac3o e assinatura dos componentes da banca examinadora e a institui¢do a
que pertencem

v" Dedicatdria

v' Agradecimentos

Resumo: é a apresentacdo concisa dos pontos relevantes de um texto, dando uma visdo rapida e
clara do conteudo e das conclusdes do trabalho. Redigido em um Unico paragrafo, em folha
distinta, alinhado a margem esquerda, usando espaco simples; o texto em resumo deve ser
redigido dando preferéncia ao uso da terceira pessoa do singular; deve condensar o contetddo do
trabalho, apresentando finalidade, metodologia, resultados e conclusdo. Para teses e
dissertacdes maximo de 500 palavras, para monografias e trabalhos académicos maximo de 250
palavras. A primeira frase do resumo deve expressar o tema principal do trabalho. Apds o



resumo deve constar uma serie de palavras-chaves antecedidas da expressao “Palavras-chave”
separadas e terminadas por ponto.

Abstract ou resume: resumo traduzido para um idioma estrangeiro, normalmente inglés, francés

ou espanhol.

Lista de llustracdes: elaborada conforme a ordem em que as ilustragdes aparecem no texto,

onde cada item deve ser acompanhado do respectivo nimero da pagina e do nome especifico.

Lista de abreviaturas e simbolos: relacdo alfabética das abreviaturas e siglas utilizadas no texto

seguidas dos respectivos significados por extenso.

Sumario: consiste na enumeracdo das principais divisdes, se¢des e outras partes do trabalho, na
mesma ordem em que a matéria se sucede no texto, acompanhado respectivamente pelo
nuimero da pagina.

6.2. Elementos textuais:

Introducdo: O que? Por qué? Para que? Tem como finalidade dar ao leitor uma visao clara e
simples do tema do trabalho, ressaltando-se:

Problematizacdo:

A partir de uma duvida inicial (problema de pesquisa), define-se o tema de pesquisa e
possivelmente de uma hipdtese a ser confirmada ou negada no trabalho. Deve-se delimitar o
tema, direcionando o trabalho para o ponto a ser estudado.

Justificativa:

Explicacdo do porqué do estudo do tema proposto. Leva-se em consideracdo fatores sociais e
cientificos, compreendendo importancia, viabilidade e oportunidade de realizacdo do trabalho.
N3o se trata da justificativa de hipéteses do trabalho.



Obijetivos:
Geral: Explicacdo clara e precisa da finalidade do trabalho.

Especificos: Detalhamento dos pontos almejados do estudo. Deve-se auxiliar a atingir o objetivo
geral.

Desenvolvimento (Corpo do Trabalho): Composi¢do que retrata todo o conhecimento acumulado

durante a pesquisa. Deve desenvolver e analisar o tema proposto e trabalhar as hipéteses do
trabalho. Pode ser subdividido em:

Revisdo de Literatura:

Exposicdo do conteldo em estudo, a partir das referéncias bibliograficas. Contextualiza e da
consisténcia para os estudos realizados.

Hipdtese:

SuposicOes provisorias dos resultados que o orientard o trabalho. Ela devera ser provada ou
contestada pelo trabalho. Auxilia todo o desenvolvimento do trabalho académico.

Metodologia:

Detalhamento dos métodos utilizados na pesquisa. Considera-se o tipo de pesquisa
(bibliografica, pesquisa de campo, laboratorial, etc.), instrumentos utilizados (formulario,
entrevista, questionario, etc.), método de coleta de dados, cronograma da pesquisa, equipe de
trabalho, forma de interpretacao dos dados e todos os dados pertinentes sobre a execucado do
trabalho.

Andlise de Dados ou Discussdo dos Resultados:

Estudo e interpretacdo dos dados obtidos no estudo.

Conclusdo: Parte final do trabalho onde o autor avalia os resultados obtidos, propondo solugGes
e aplicacBes praticas. Constitui-se de uma resposta a hipdteses enunciadas na introducao,
considerando os objetivos propostos. Nao deve desenvolver tema ou citar trabalhos alheios.
Sugere-se que haja:
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Comparacdo entre resultados e hipoteses;
Realizar uma avaliagdao do caminho da pesquisa;

Sugestoes para estudos futuros.

6.3. Elementos pds-textuais

Referéncias: é o conjunto padronizado de elementos descritivos que permitem a identificacao
individual de um documento.

v' Referéncias bibliograficas: onde todos os autores consultados forma citados ao longo do
trabalho sendo relacionados em ordem alfabética.

v’ Bibliografia consultada: onde nem todos os autores foram citados no texto, mas tiveram
suas obras consultadas e sao relacionados em ordem alfabética.

Exemplos de referéncias:

Tabela 1
Tipo de obra Referéncia
GOMES, L. F. F. F. Novela e sociedade no Brasil.
Niteroi:
Monografia
EdUFF. 1998.

KOOGAN, André; HOUAISS, Antonio (Ed.).
Enciclopédia e
Monografia em | dicionario digital 98. Dire¢ao de André Koogan
Breikmam.
meio eletrénico
S3o Paulo: Delta: Estaddo, 1998. 5 CD-ROM.
ALVES, Castro. Navio Negreiro. [S.l.]: Virtual Books,
2000.
Disponivel em:
<http://www.terra.com.br/virtualbooks/freebook/por
Obras t/L
port2/navionegreiro.htm>. Acesso em: 10 jan.
consultadas 202,

online 16:30:30.

* Sites devem constar entre os sinais < >.
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Glossario: lista de palavras ou expressdes técnicas de uso restrito ou sentido obscuro
ordenada alfabeticamente.

Apéndice(s): texto elaborado pelo autor complementando sua argumentacgao.

Anexo: texto ndao-elaborado pelo autor servindo como fundamentag¢do, comprovagao e
ilustracdo para o trabalho apresentado.

indice: lista de entradas ordenadas segundo determinado critério que localiza e remete
para as informacgdes contidas em um texto.
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7.Indice de normas técnicas uteis

Tabela 2
Norma Titulo Descrigao
Estabelece um sistema para a apresentagdo dos
Artigo em elementos
que constituem o artigo em publicagao periddica
publicagdo cientifica
NBR6022
periddica cientifica | impressa.
impressa
Estabelece os elementos a serem incluidos em
referéncias.
Fixa a ordem dos elementos das referéncias e
estabelece
convengdes para transcri¢cao e apresentagao da
informacao
originada do documento e/ou outras fontes de
informacao.
NBR6023 Referéncias Destina-se a orientar a preparacdo e compilacdo
de
referéncias de material utilizado para a producdo
de
documentos e para inclusdo em bibliografias,
resumos,
resenhas, recensées e outros.
Estabelece um sistema de numeracdo progressiva das
Numeragao segoes
de documentos escritos, de modo a expor numa
progressiva das | seqliéncia
NBR6024 l6gica o inter-relacionamento da matéria e a permitir
secOes de um sua
documento escrito | localizagao.
Estabelece os requisitos para apresenta¢do de
sumadrio de
documentos que exijam visdao de conjunto e
NBR6027 Sumidrio facilidade de
localizacdo das sec¢Oes e outras partes.
Estabelece os requisitos para redacdo e
apresentagdo de
NBR6028 Resumo
resumos.
Estabelece os principios gerais para apresentacdo
dos
elementos que constituem o livro ou folheto. Destina-
se a
NBR6029 | Livros e folhetos | editores, autores e usudrios. Ndo se aplica a

apresentacao de
publicacbes seriadas.




indice

Estabelece os requisitos de apresentacao e os critérios

basicos para a elaboracdo de indices. Aplica-se, no

NBR6034 que
couber, aos indices
automatizados.
Especifica as caracteristicas exigiveis para
CitagBes em apresentagdo de
NBR10520
citacdes em
documentos documentos.
Estabelece os requisitos para a apresentacao de
NBR12225 Lombada lombadas.
Especifica os principios gerais para a elaboragdo de
Trabalhos trabalhos
NBR14724

académicos

académicos, visando sua apresentacdo a instituicdo.
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1. Introducao

O computador pode ser dividido em duas partes: hardware e software. O hardware engloba a
estrutura fisica do computador, como os componentes eletrénicos e as placas. Ja o software é o conjunto
de todos os programas armazenados nele, a parte ldgica.

Os programas sdo 0s responsaveis por permitir o computador a fazer inimeras tarefas, como o
controle de processos industriais, a execugdao remota de complicadas cirurgias e o gerenciamento das
contas dos clientes de um banco.

Um programa nada mais é do que uma sequéncia de instrucdes que possui significado para o
computador.

O nosso foco sera entender como criar um programa.

2. Conceitos Basicos

Uma etapa da criacdo do programa € a descricdo deste através de ferramentas como a descricao
narrativa, o fluxograma e o pseudocddigo. Essa etapa é um momento onde o programador vai poder
desenvolver seus pensamentos de como resolver os problemas propostos.

Essa descricdo dos passos e etapas que serdo feitos no programa é chamada de algoritmo e
podemos escrevé-lo através destas formas:

v" A descricdo narrativa: escreveremos aquilo que queremos fazer assim como em uma receita de
bolo.

v" O fluxograma: utilizaremos figuras pra descrever o programa.

v' 0 pseudocddigo: escreveremos (em portugués) o programa utilizando algumas regras.

Exemplo de algoritmo para mostrar a multiplicacdo de dois numeros (escrito nas trés formas
apresentadas):

Algoritmo em descricdo narrativa:

Passo 1 — Receber os dois nimeros que serdo multiplicados
Passo 2 — Multiplicar os numeros
Passo 3 — Mostrar o resultado obtido na multiplicacdo

» Algoritmo em fluxograma:



M = N1 * N2

[~ 1—C =

Figura 1

» Algoritmo em pseudocddigo:

ALGORITMO

DECLARE N1, N2, M NUMERICO
ESCREVA “Digite dois nimeros”
LEIA N1, N2

M&N1 * N2

ESCREVA “Multiplicacdo = ", M
FIM_ALGORITMO.

» Exemplo do Algoritmo de Euclides

As vezes, quando lidamos com nimeros grandes, torna-se dificil encontrar o maximo divisor
comum entre os dados numeros. O algoritmo de Euclides ajuda-nos a encontrar o maximo divisor comum
entre dois niUmeros inteiros diferentes de zero de uma forma simples e eficiente. Veja:

3 3 2 1 4
1128 | 336 120 1128 | 336 120 06 24
=]
120 4 A 120 | %6 | 24 | 0
Figura 2

Calculando o mdc entre 1128 e 336. Divide-se 1128 por 336, escreve-se o quociente acima do
336, e o resto embaixo do 1128. Depois se repete este valor ao lado do 336, e assim por diante. Quando o
resto for zero, o mdc entre os nimeros serd o nimero mais a direita na linha central do algoritmo, nesse
caso o0 24.

Quando queremos escrever (criar, desenvolver) um programa para realizar uma determinada
tarefa precisamos utilizar uma linguagem que tanto o computador quanto o desenvolvedor do programa
(programador) entendam. Essa linguagem é chamada de linguagem de programagao.

Quando “traduzimos” o algoritmo para alguma linguagem de programacdo, estamos codificando
esse algoritmo, pois a linguagem de programacgao possui sintaxe e semantica definidas assim como o
nosso cédigo, o Portugués.

O cddigo escrito pelo programador em uma determinada linguagem é denominado cédigo-fonte
(source code).



3. Tipos de Linguagens de Programacao
As linguagens de programacao podem ser classificadas em:

a) Linguagens de alto nivel: onde as instrucdes se assemelham ao vocabuldrio humano (read, print,
if, then, else, etc...) . Exemplo: Basic, Java, Pascal, etc.

b) Linguagens de baixo nivel: onde as instrucdes se assemelham mais a linguagem de maquina. A
linguagem de maquina é a linguagem bindria. Por serem dispositivos eletronicos, apenas
trabalham dados representados na forma de alto e baixo nivel de tensdo. Sdo Uteis para
programar hardware. Exemplo: Assembly.

Vale ressaltar que ha linguagens, como no caso da linguagem C, que se enquadram em um nivel
intermedidrio, pois apresentam sintaxe parecida com a linguagem humana mas que trabalham também
com instrucdes de baixo nivel.

As linguagens podem ser classificadas pelo paradigma que suportam (usam). Um paradigma é a
maneira (modelo, jeito) que o programador vai desenvolver o seu programa. A maioria das linguagens
suporta apenas um tipo de paradigma. O paradigma do Pascal, linguagem que estudaremos, é procedural,
isto é, o programador ird desenvolver um programa através de blocos de comando.

Paradigma procedural: Os conjuntos de instru¢des sdo organizados em blocos.

4. Compiladores e compilacao

Os computadores utilizam internamente o sistema binario. Através deste sistema, todas as
guantidades e todos os valores de quaisquer varidveis poderdo ser expressos através de uma
determinada combinacgdo de digitos binarios, ou seja, usando apenas os algarismos 1 e 0. O computador
necessita que alguém ou algo traduza as informagGes colocadas no codigo fonte (aquele escrito pelo
programador em uma determinada linguagem) para um cddigo escrito apenas com 1 e 0. Este cédigo
escrito com o sistema bindrio é chamado de cédigo executavel.

O programa responsavel por converter um cédigo-fonte em programa executdvel (binario) é o
compilador. Ao processo de conversdao denominamos de compilagdo.

O tempo em que o cddigo é transformado de cddigo fonte escrito em uma linguagem de
programacdo para o cédigo em linguagem de maquina (cédigo objeto) é denominado tempo de
compilagdo. O tempo em que o programa esta sendo executado é denominado tempo de execugdo.



Editor ( modulo fonte em C)
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Figura 3

5. Exemplos de Linguagens de Programacao

Assembly: Trata-se de uma linguagem de baixo-nivel e, conseqientemente, ndo estruturada. Sua
vantagem esta na possibilidade de controlar todos os recursos de hardware existentes (programacao do
processador) e no fato de gerar cddigos pequenos e velozes, sendo possivel utiliza o cédigo em
microcontroladores (onde a memdria estd na ordem de Kbytes). A desvantagem reside na complexidade
do cédigo, sendo necessdria a digitacdo de vdrias linhas de cédigo para a realizacdo de tarefas simples. Ha
uma linguagem Assembly para cada arquitetura computacional. O cddigo e baseado mnemonicos.

Exemplo de codigo em Assembly:

section text

global_start

_start
mov edx len
mov ecx,msg
mov ebx,1
int 0x80

section_data

msg db ‘Hello, world!l" 0xa
len equ S - msg

BASIC: Linguagem de programacao de alto nivel, ndo estruturada e interpretada. Sua principal
caracteristica reside na simplicidade, dai o nome: Beginner All-purpose Symbolic Instruction Code.
Originou a plataforma de desenvolvimento Microsoft visual Basic.

print ‘Hello, worldl’

C: Trata-se de uma das linguagens de programacao mais conhecidas do mundo. Desenvolvida por Brian
Kernighan e Dennis Ritchie, é uma linguagem de médio nivel e estruturada. E uma linguagem versatil,
sendo utilizada para construgdao dos mais diversos tipos de programas, como Sistemas Operacionais. Vale
ressaltar que no desenvolvimento de Sistemas Operacionais ha trechos de cédigo em Assembly.



#include =stdio. h=
int main(int argc, char *argvl])

printf ("Hello, World'n");
return (0);

C++: Evolucdo da linguagem C. Sua principal diferenga em relagdo ao C é o suporte a orientacdo a Objetos.

Sistemas Operacionais hd trechos de cddigo em Assembly.

#include <iostream:=

int main(void)

{
cout == "Hello, World\n";
return (0);

C#: Linguagem da plataforma .NET. Trata-se de uma tentativa de fazer concorréncia a linguagem Java.

using System;
namespace HelloWordApplication

{
class HelloWorldApp

{

public static void Main{)

{
}

Console WriteLine({"Ola Mundol");

Fortran: A linguagem Fortran é principalmente suada em Ciéncia da Computag¢do e analise numeérica.

Apesar de ter sido inicialmente uma linguagem de programacao procedural, versGes recentes de Fortran

possuem caracteristicas que permitem suportar programacgdo orientada a objetos.

PROGRAMHELLO
PRINT*, 'Hello World!'
END

Java: Trata-se de uma das mais utilizadas linguagem de programacdo da atualidade. Trata-se de uma

linguagem com suporte a orientagdao a objetos, de alto nivel, estruturada e hibrida. Traz consigo a JVM

(Java Virtual Machine), que permite que os programas desenvolvidos em Java sejam portateis, permitindo

inclusive a criagao de softwares para celulares.

publicclass hello

public static void main (String[] args)

{
System.out printin{"Hello, World"™);

}

Phyton: Trata-se de uma linguagem interpretada, de alto nivel, orientada a objetos e relativamente facil

de aprender. E possivel, também, desenvolver aplicacdes para celulares.

print “Hello, World!l”




Tipo Nivel Paradigma

Assembly Compilado Baixo Procedural

BASIC Interpretado Alto Procedural

C Compilado Médio Procedural
C++ Compilado Alto Orientado a Objetos
Java Hibrido Alto Orientado a Objetos
Object Pascal Compilado Alto Orientado a Objetos

Pascal Compilado Alto Procedural
Python Interpretado Alto Orientado a Objetos
Visual Basic Hibrido Alto Orientado a Objetos

Tabela 1 - Quadro resumo
6. IDE’s

IDE’s (Integrated Development Environment — Ambiente de Desenvolvimento Integrado) sdo
softwares ou pacotes de softwares que facilitam a tarefa de programacao. Geralmente contam com um
editor de texto (com recursos de ressaltar a sintaxe por meio de cores, identificacdo de erros,
identificacdo automadtica, autocomplementar, etc.), depurador compilador e linker. O uso de IDE’s
permite implementac¢do do modelo Rapid Application Development (RAD) ou Desenvolvimento Rapido de
Aplicagdo (em portugués), que é um modelo de processo de desenvolvimento de software interativo e
incremental que enfatiza um ciclo de desenvolvimento extremamente curto (entre 60 e 90 dias).

Exemplos:

DEV C++: IDE livre voltado para a linguagem C/C++ para a plataforma Microsoft Windows.

"™ Dev-C++4.9.9.2
File Edit Search ‘iew Project Execute Debug Tools C¥S Window Help

D 0P%2d8 & ~~||BER 8|48 @)
ot m s “ ? @I [New dl]inset ¢@Toogle [¥] Goto ‘ ‘
Il =l =l
Project | Classes | Debug|  [Imaince |
] @ Projectl #include <windows.h> =

=10l

/* Declare Windows procedure */
LRESULT CALLBACK WindowProcedure (HWND, UINT, WPARAM, LPARAHN):

/* Make the class name into a global variable */
char szClassName[ ] = "Windowslipp":

int WINAPI WinMain (HINSTANCE hThisInstance,
HINSTANCE hPrevInstance,
LPSTR lpszArgument,
int nFunsterStil)

HUND hwnd;
M3G nessages;
WNDCLASSEX wincl;

/* This is the handle for our window *
/* Here messages to the application ai
/* Data structure for the windowclass

/* The Window structure */ v
= - 1 o
8 Corrpiletl & Heswlces| dih Compile Logl < Debugl [ Find Resuls
i
[ [Modified [Insert 88 Lines in file /4

Anjuta: Semelhante ao Dev C+, mas para a plataforma GNU/Linux.



File Edit View Goto Project Build Tools Debug Subversion Settings Help
[@ynew ~ [Sopen ~ o2 = @ » | & | [ @aguma_pLucin_ceT.cuass (761 | « |
EaFiles @ ® & Documents @ ®  @roject B &
= [ anjuta z main. anjuta-children ¢ 7 anjuta-pluginh B | plugin.c b | ] lbanjutainterfacesla |-
> G data 63 + is renoved from m mu (by the plugin exporting this value), this =] > [ libanjutata
< & doc il (W cotioackall bed » [ fibanjuta-egg fa
3 anjuta.Lin 6 (ypwﬂnf void (*AnjutaPluginValueRemoved) (AnjutaPlugin *plugin, b P testmultidrag
ST i 67 const char *nane, :
anjuta incher:L 8 68 gpointer user data); > @ testtreeutis
B Makefdeam g Ll [» @b testactions
9! scintillaDoc.htm 7L tdefine ANJUTA TYPE_PLUGIN (anjuta_plugin_get_type (1) [ |» @ testunion
D & doc-pak 72 #iefine AUTA_PLUGTH{0) (6_TYPE_CHECK_THSTANCE msr ({0}, ANIUTA_TY
= 73 #dafine ANJUTA PLUGIN CLASS(K) (6 TYPE CHECK CLASS CAST((k), ANIUTA TYPE Pi| |@ P anjutatags
b & global-tags 74 adefine ANIJUTA IS PLUGIN(c) (G_TYPE_CHECK_INSTANCE TYPE ({0}, ANDUTA TY - Jobal
D & launcher 75 1ne ANJUTA IS PLUGIN CLASS(k) (G TYPE CHECK CLASS TYPE ((k), AMIUTA TYPE | [Z tm_glabal_rags.c
7% o ANJUTA_PLUGIN_GET_CLASS (0} (6_TYPE_INSTANCE GET_CLASS ((o), AMJUTA_TY®{
b & lbanjuta L X |_GET_CLASS (0} (6_TYPE _GET_ (lo . b @p anjuta_fsuncher
b 5 livegg 78 - struct Anj-nﬂ.lg:n { b @ anjuta
| 79 GObjes rent; H
b & manuals 80 Sl b @ anjutashell
[ 81 ¢+ The shell in which the plugin has been added 4/
2 Anjutashall “shell: > @ test tm bufler
uﬂm“' ~ | @ Help ~ 83 b [} libanjuta-ctags.la =
84 £*< private »</
symbols o 85 AnjutaPluginPrivate “priv; > [ libanjuta-cvs-pluginfa
= 26 > @ gdomitest
[ Local [ Giooal | Search 87
L - 88 - struct _AnjutaPluginClass { | |7 [ libanjuta-gdb.la
v 8 Classes 89 mhhnﬂn‘« parent class; - B debugger.c
|
b 98 Accessor d - = [ debuggern
3 action | @ velp cispiay - I;}x_?nsks - || £ pocuments .] inheritance Graph J B pane
b g aneditar ; [ gabmin
b %8 AutoComplete @ Messages @ pluginc
b 9 AutoLinetayout 4|5 Buid 1 terminal 3| Build 2: terminal &3 |(7) Build 3: document-manager @ plugin.h
b g AutoSurface @ Building in directory: fhome/nabaiprojects/anjuta/plugins/editor = B) utiikies.c
b 3 callmip make text_editor_prefs.o B uikiesh
= 9 Caret Compiling text_editor_prefs.c - text_editor_prefs.o b [ banjutaprojectimpart
&f active Complated... succassful > [ libanjuta-macro.la
& on @ Total time taken: 1 secs o S e
O b [ lbanjuta-patch.la | |
od 7 Messages a || (| Watches - || @ Breakpoints - || & Terminal - | A toct chace bl i IL
: J | ) q D
T | || Col000 Line:0076 Project: anjuta Mode: INS Zoom: O ]

NetBeans: Atualmente é uma das melhores IDE’s existentes. Além de ser livre, contém diversos recursos e
embora seja muito difundida entre programadores Java, tem suporte para as linguagens C, C++,
Assembly, Python, além de suporte para UML, PHP, XML e para desenvolvimento SOA. Ha versdes tanto

para GNU/Linux como para Microsoft Windows.

Fle Edt View Mavigate Source Refactor Buld Run Profle versioning Tools window Help
FEHES X 0D @ Ghuoke - FH DB O+
[Projects ax o[ Fies Senices | [k sieve pro | IHEE
x| o 5 _
* dgro BE- B qesE e au en
* sgpro 5 o
* fbLoro
+* fib2pro prines( Linit, Ps ) :- integers( 2, Liwit, Is ), sife( Is, Ps ).
f ::"";c‘:"’w integers( Low, High, [Low 3 H
ilities p Low =< High, 1, M 15 L\:ML Vvtegzr‘s(M Wigh, Rest ).
b G Test Packages intagers( _ 3.
b @ Librares
b G Test Libraries =l | st 0,00,
S| s (1121, T11Pe1) t- renovecT,Is,New), siFT( New, Ps ).
Sieve pro - Navigator
@ primes( Limit, Ps ) B gruesome(ugly srror).
@ integers( Low, High, [LowlRest] ) -
o integers( _,_(1) renova(P, (1. 11
@ st 0] renove(P, [1 -
a@ st [is]. [ps]) ot OElReT ioe) e
T rhoac. 15, 5.
@ removelP.[Ifis].0|Nis]) rencve(P, [1/12],Nis) :- 0 is I wod P, remove(P, Is, Nis).
@ removel(® [i[is].nis) =
11 s
[ouput -
Domain Creation Results = Prolog «|
OQutput of runming [swipl, -c. /howe/nark/NetBeansProjects/BraveNswWorld/src/bravenswnorld/sisve.pra) is:
Singlaton variable:
S exBesncPra] et B avelior/€re b avenamecr1d/eleve.pro conpiled 0.00 sec, 4,308 bytes g
2

Visual Studio: Pacote proprietario da Microsoft voltado para a plataforma .NET. Contém os programas:
Visual Basic, Visual C++ e Visual C#.
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Delphi: IDE proprietaria da Borland para a linguagem Delphi (Object Pascal). Plataforma Microsoft

Windows.
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7. Introduc¢ao ao Dev-C++

11

O Dev-C++ é um ambiente de desenvolvimento integrado (IDE — Integrated Development

Enviroment) para linguagens C e C++ e é utilizado em varias disciplinas de introdugdo a programacdo. O

Dev-C++ possui versdes tanto para Windows como para Linux.

Tela principal do Dev — C ++:

kgl Dev-c++ 4992

= =] = |

Arquive Editar Localizar Babir  Projeto Executar Debug  Ferramentas CWS  Janela

Ajuda

0 M@
SE O = SE ? |:| Novo Eillnserir ﬁl:lial |!| Ir para
| =l -~

Projeta ]E|533.3$] Debugl Sem Titulol l

EE Eompiladorl @ F!eu:urmsl |:|I|] Log da Cnmpilador] Qfﬂ Dehug] @ Fesultados da Bum:a]

Ready.

Figura 4

7.1. A barra de tarefas principal

A barra de tarefas principal contém os comandos mais utilizados no Dev-C++ (estes comandos

também podem ser acessados pelo menu ou por atalhos no teclado).
Arquivo Fonte (Ctrl+N) Imprimir (Ctrl+P)

Salva}r Todos

[ =
Abrir Projeto ou Arquivo (Ctrl+0) Fechar (Ctrl+F4)

Salvar (Ctrl+S)

Figura 5
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Abrir Projeto ou Arquivo (Ctrl+0): Abre um arquivo ou projeto anteriormente gravado. Podem ser
abertos mais de um arquivo. Cada arquivo é aberto em uma nova aba.

Arquivo fonte (Ctrl+N): Cria um novo arquivo fonte em uma nova aba onde é possivel excrever um
algoritmo de programacao em linguagem C.

Salvar (Ctrl+S): Grava o texto presente na aba que estd em uso. Na primeira vez que um novo texto é
gravado, o Dev-C++ pede seu nome e sua localizacao.

Salvar Todos: Salva o texto presente em todas as abas.
Fechar (Ctrl+F4): Fecha a aba que esta em uso.
Imprimir (Ctrl+P): Imprime na impressora padrdo o texto presente no editor.

Varias dessas fun¢des também podem ser acessadas do menu Arquivo.

[l Dev-c++ 4992

Arquive Editar Localizar Exibir  Projeto  Executar Debug  Ferral

T (1 v Forts e

Abrir Projeto ou Arquivo..  Ctrl+0 Projeto...

} Reabrir L4 % Arquivo de Recurso
Salvar Ctrl+S 5
Salvar Como... Ctrl+F12 F !

@ Salvar Todos

Fechar Ctrl+F4
Fechar Todas
Propriedades
Importar L4
@ Exportar L4
Imprimir Ctrl+P
Configurar Impressio
® sar
Figura 6

7.2. O Menu de Comandos

O Dev-C++ possui um menu de comandos com onze opg¢des que possibilitem executar diversas
tarefas operacionais. Vocé podera ter acesso a esse menu de trés formas diferentes:

A primeira pode ser conseguida com o pressionamento da tecla de fungdo <F10> e em seguida
usando as teclas setas para movimenta o cursor sobre as opg¢des desejadas.

A segunda forma pode ser conseguida com o pressionamento da tecla <ALT> + a letra que estiver
grifada em maidsculo, que é a primeira letra de cada op¢ao do menu.

A terceira forma podera ser conseguida com a utilizagdo de um mouse, cujo ponteiro devera se
posicionado sobe a op¢do desejada e em seguida ser dado um clique.

Para sair do menu de qualquer caixa de didlogo que venha a se acionada basta pressionar a tecla
<ESC>.

O menu do Dev-C++ apresenta os seguintes comandos:



13

Arquive Editar Localizar Exibir  Projeto  Executar Debug Ferramentas CVS  Janela Ajuda

e Arquivo

Esta opcdo possibilita executar operacbes basicas de controle com os arquivos. Desta forma é
possivel: Criar um novo arquivo (Novo), abrir um programa existente (Abrir), salvar um programa em
disco (Salvar), salvar um programa em disco com outro nome (Salvar Como), salvar todas as abas (Salvar
Todos), fechar a aba ativa (Fechar), fechar todas as abas (Fechar Todas), imprimir o arquivo da aba ativa
(Imprimir) e Sair do programa (Sair).

e Editar

Esta opc¢do possibilita executar operacdes de editor do programa, sendo possivel remover,
movimentar e copiar varios textos que estejam selecionados. Desta forma é possivel: Desfazer (Desfazer)
e refazer (Refazer) operagGes efetuadas com a edicdo, Remover o texto previamente selecionado
(Cortar), copiar um texto selecionado do editor para uma area de transferéncia (Copiar), copiar um texto
da area de transferéncia para o editor (Colar), selecionar todo o texto pertencente ao editor (Selecionar
Todos), comentar trechos do programa (Comentar) e descomentar trechos do programa (Descomentar),
criar marcas de acesso rapido para partes do programa (Criar Bookmarks) e acessar marcas de acesso
rapido (Ir para Bookmarks).

e localizar

Esta opcdo possibilita executar comandos de procura e substituicdo de partes do cédigo. Desta
forma é possivel: Localizar uma sequencia de caracteres (Localizar), substituir uma sequencia de
caracteres por outra (Substituir) e mover o cursor para uma linha previamente selecionada (Ir para Linha).

e Exibir
Esta opgdo permite o controle de quais componentes da tela sdo exibidos.
e Projeto

Esta opgdo refere-se a projeots de programas que possuem varios componentes e arquivos de
codigos separados e é utilizado para adicionar e retirar componentes do projeto.

e [Executar

Esta opcgdo possibilita executar os comandos bdsicos do compilador. Desta forma é possivel:
Compilar o programa da aba ativa (Compilar), executar o programa da aba ativa (Executar), compilar e
executar o programa da aba ativa (Compilar & Executar) e procurar por erros de sintaxe (Checar Sintaxe).

e Debug

Esta opcdo serve para controlar o debug de um programa, que é a sua execucdo passo-a-passo para
melhor andlise e busca por erros.

e Ferramentas
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Esta opgao refere-se a varias op¢des do compilador, do ambiente de trabalho e de edicdo, além
de configuragGes diversas.
e CVS
Esta opcdo é uma fungdo extra do compilador.
e Janela

Esta opcdo possui comandos Uteis para quando ha varios arquivos abertos ao mesmo tempo.
Desta forma é possivel: Fechar todos os arquivos abertos (Fechar todas), entrar no modo tela cheia (Tela
Cheia) ir para proxima aba aberta (Préxima) ou ir para aba anteiror (Anterior) e selecionar a aba que se
deseja editar (Lista).

e Ajuda

Esta opcdo da acesso a ajuda do Dev-C++, que possui uma listagem dos principais comandos do
compilador e um breve tutorial da linguagem C.

8. Estrutura de um programa em C
Um programa em C é composto, basicamente, de duas partes. Sdo elas:

e Introducdo de bibliotecas;
e Corpo do Programa.

Vejamos, na figura a seguir como essas partes sdo distribuidas em um programa:
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Introduc&o de Bibliotecas

int main ()
{
int n, m, x, i:

printf ("\nliga o numero de multiplos pedido:™):
scanf ("sd", &n);

printf ("\nMultiplos de:"™};
zcanf ("d", &m);

i=1;
Corpo do Programa
while (i<=n)

i

x=1*m;

printf {("\nEd", =)
it++;

getch () ;
return O;

Figura 7 — Um programa escrito em C

Obs: Ao escrever um programa em C, devemos sempre fazé-lo nessa ordem (Introdugdo de Bibliotecas —
Corpo do Programa), caso contrario o compilador mostrard uma mensagem de erro e o programa nao
serd construido.

8.1. Introdugdo de Bibliotecas

Esta drea é utilizada para se introduzir as bibliotecas de instrucées a serem usadas. O compilador
possui algumas bibliotecas, contendo o conjunto de instrugdes que usamos frequentemente. Para
adicionar as bibliotecas, utilizamos a instrucdo #include e escrevemos o nome da biblioteca entre os
simbolos < e >. E importante ressaltar que ndo devemos acrescentar o simbolo ponto-e-virgula ( ; ) apds a
inclusao das bibliotecas.

Em nosso exemplo, temos:
#tinclude <stdio.h>

#include <conio.h>
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#include <math.h>
8.2. Corpo do Programa

Nessa drea escreveremos nossos algoritmos utilizando as fung¢des da linguagem. Aqui esta o
programa propriamente dito, isto é, a seqliéncia de instru¢des que daremos a mdaquina para que ela crie
um programa que execute as a¢Ges que desejamos.

Iniciamos o corpo do programa com a introducao da funcdo principal, utilizando a instrucdo int
main (). Em seguida, para comecar as instru¢gdes do programa, utilizamos chaves ({ }) para marcar o
comeco e fim do programa. O uso desses simbolos caracteriza o que chamamos de bloco.

A estrutura do corpo do programa pode ser exemplificada pela figura abaixo.

int main ()
{

instrugdes

Figura 8 — corpo do programa

Dentro do bloco, devemos realizar a declaracdo de varidveis. Esta drea, que deve estar logo no
inicio do bloco, é utilizada para validar o uso de qualquer tipo de identificador a ser usado no programa e
gue nado seja predefinido.

9, Variaveis

Uma varidvel é um identificador que é usado para representar um tipo especifico de informacao
numa parte do programa. Todas as varidveis de um programa em Linguagem C devem ser declaradas
antes de serem usadas. Isto é necessdrio para que seja alocada memodria para as mesmas. Existem
diferentes tipos de varidveis em C, e os tamanhos destes tipos podem variar de acordo com o processador
e a implementagao do compilador.

As variaveis no C podem ter qualquer nome se duas condi¢bes forem satisfeitas: o nome deve
comegar com uma letra ou sublinhado (_) e os caracteres subsequentes devem ser letras, nimeros ou
sublinhado (_). Ha apenas mais duas restricdes: o nome de uma variavel ndo pode ser igual a uma palavra
reservada, nem igual ao nome de uma func¢do declarada pelo programador, ou pelas bibliotecas do C.

Mais uma coisa: é bom sempre lembrar que o C é "case sensitive" e, portanto, letras maiusculas
se diferem de letras mindsculas.

Tipos de Variaveis
Os tipos basicos de variaveis sdo:

int: Este tipo de variavel armazena valores numéricos inteiros.
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float: Este tipo de varidavel permite representar valores numéricos pertencentes ao conjunto dos nimeros

reais.

double: Este tipo de varidvel também é usado para representar valores numéricos pertencentes ao
conjunto dos numeros reais. A diferenca entre uma varidvel float e uma variavel double é que esta ultima
possui o dobro da precisdo, eu seja, pode armazenar nUmeros muito maiores.

char: Este tipo de varidvel é utilizado para representar caracteres. Um caractere é representado através
de um byte na memdria. Lembre-se que um byte tem 8 bits, ou seja, é possivel representar 256 nimeros
(ou no caso, codificar até 256 caracteres distintos).

void: Este tipo de variavel ndo armazena nenhum valor e é usado normalmente junto com ponteiros e
fungdes. Para cada um dos tipos basicos de variaveis existem os modificadores de tipo. Os modificadores
de tipo do C sdo quatro: signed, unsigned, long e short. Ao float ndo se pode aplicar nenhum e ao double
pode-se aplicar apenas o long. Os quatro modificadores podem ser aplicados a inteiros. A intencdo é que
short e long devam prover tamanhos diferentes de inteiros onde isto for pratico. Inteiros menores (short)
ou maiores (long). int normalmente terd o tamanho natural para uma determinada maquina. Assim,
numa maquina de 16 bits, int provavelmente tera 16 bits. Numa maquina de 32, int devera ter 32 bits. Na
verdade, cada compilador é livre para escolher tamanhos adequados para o seu préprio hardware, com a
Unica restricdao de que shorts ints e ints devem ocupar pelo menos 16 bits, longs ints pelo menos 32 bits,
e short int ndo pode ser maior que int, que ndo pode ser maior que long int. O modificador unsigned
serve para especificar varidveis sem sinal. Um unsigned int serd um inteiro que assumira apenas valores
positivos. A seguir estdo listados os tipos de dados permitidos e seus valores mdximos e minimos em um
compilador tipico para um hardware de 16 bits:

‘ Formato para Intervalo
Tipo Num de bits leitura com L. .
scanf Inicio Fim
char 8 %c -128 127
unsigned char 8 %cC 0 255
signed char 8 %cC -128 127
int 16 %i -32.768 32.767
unsigned int 16 %u 0 65.535
signed int 16 %i -32.768 32.767
short int 16 %hi -32.768 32.767
unmgn;::f short 16 %hu 0 65.535
signed short int 16 %hi -32.768 32.767
long int 32 %li -2.147.483.648 2.147.483.647
signed long int 32 %oli -2.147.483.648 2.147.483.647
unsigned long 32 %lu 0 4.294.967.295
int
float 32 %f 3,4E-38 3.4E+38
double 64 %lf 1,7E-308 1,7E+308
long double 80 %Lf 3,4E-4932 3,4E+4932
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Tabela 2 - Principais tipos de variaveis em C
9.1. Declaragdo de Varidveis

As varidveis no C devem ser declaradas antes de serem usadas. A forma geral da declaracdo de
varidveis é:

<tipo_da_varidvel> <lista_de varidveis>; |

Portanto, para declararmos uma varidvel inteira chamada idade, escrevemos o seguinte trecho de
programa:

| int idade;

Para declararmos uma variavel inteira chamada idade e uma variavel float (nimero real) chamada
peso, escrevemos o seguinte trecho de programa:

int idade;

float peso;

Podemos declarar vdarias varidveis do mesmo tipo em uma Unica linha, separando seus nomes por
uma virgula, como abaixo:

Exemplo:

| float mensal, bimestral, media;

9.2. Inicializagdo de Varidveis

E possivel combinar também uma declaracdo de varidvel com o operador de atribuicdo (sinal de
igual) para que a varidvel tenha um valor no instante de sua declaracdo. A forma geral de inicializacdo é:

| <tipo_da_varidvel> <nome_da_varidvel> = <valor>; |

Exemplo:

int numero = 2;
char letra = ‘a";

float real = 2.5;

10. Entrada e Saida de dados

Aqui comecaremos a apresentar os primeiros comandos da linguagem C. E muito importante
prestar aten¢do na sintaxe dos comandos, pois pequenos erros fardao com que o compilador exiba uma
mensagem de erro e o programa ndo sera criado.
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Entrada e saida de dados sdao fundamentais em todos os programas criados, pois estabelecem
uma comunicac¢do entre a maquina e o usuario.

10.1. Saida de dados

Em C, a saida de dados é feita utilizando o comando printf(). Esse comando imprime alguma
mensagem na tela do computador. Vejamos sua sintaxe:

printf{“expressdo de controle”, listo de argumentos); |

Na “expressdo de controle” sdo inseridos todos os caracteres a serem exibidos na tela e/ou
cédigos de formatacao, responsdveis por indicar o formato em que os argumentos devem ser impressos.
Esses argumentos devem estar incluidos na “lista de argumentos” e caso contenha mais de um devem ser
separados por virgula.

Vejamos abaixo um programa que apenas exibe uma mensagem na tela:

int main ()
printcf ("Bom inicio de semestre para todos\n"):
syscem("pause™)

Figura 9 - Mensagem em ‘C’

Compilando esse programa obtemos:

B CA\Dev-Cpp\Sem Titulol.exe |E|E|ﬂ—hj

Bom inicio de semestre para todos -
Pressione gualguer tecla para continuar. . .

Figura 10 - Programa funcionando

Como vimos, é muito simples exibir mensagens simples na tela do computador. Agora, se
quisermos exibir mensagens juntamente com valores de varidveis?

Vejamos esse exemplo:
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int main()

I
L

int ano;
char *nome;

ano=2014;

nome="Brazil":;

printf ("Em %d, a Copa do Mundo de Futebol =sera no %3\n", ano, nome);

system("pauge");

Figura 11 - Exibindo mensagens com variaveis

Aqui estamos misturando textos com valores armazenados em varidveis. Quando compilamos

esse programa ele gera o seguinte resultado:

r N
i | C:\Dev-Cpp\Sem Titulol.exe |5|E|—Z_h]

Em 2A14,. a Copa do Mundo de Futebhol szera no Brasil
Prezzione gqualguer tecla para continuwar. . .

Figura 12 - Programa funcionando

Repare: onde se colocou o formato da varidvel (%d e %s), dentro do printf, o que foi mostrado na
tela foi o valor contido na variavel que possui aquele formato, e ndo o formato em si. Exemplo: onde seria

exibido “%d”, exibiu-se “2014”, que era o valor contido na varidvel “ano”.

10.2. Entrada de dados

Em C, a entrada de dados é feita utilizando o comando scanf(). A sintaxe desse comando é a

seguinte:

| scanf{“expressdo de controle”, argumentos)

A “expressao de controle” é composta pelos cddigos de formatagdo apresentados anteriormente
que indica o tipo do dado a ser lido. A quantidade de argumentos deve ser igual a dos cédigos de
formatacdo e separadas por virgulas. A lista de argumentos deve ser constituida pelos enderecos das
variaveis. Para isto usamos o operador de endere¢o “&” que deve preceder o nome da varidvel que se

deseja atribuir o valor da entrada.

Vejamos um programa que utiliza entrada de dados pelo usuario:
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int main()
{
int idade:

printf("Digite a =ua idade‘n"):

scanf ("%d4d", &idade) ;
printf ("A =ua idade eh %d\n",idade):

s mam™y =
ause |

syatem|

Figura 13 - Programa que trabalha com entrada de dados

Que gera o seguinte resultado:

B CADev-Cpp\Sem Titulol.exe |i‘ﬂlﬁ

Digite a sua idade

il
N zua idade eh 19
P

rezsione gualguer tecla para continuar. .

Figura 14 - Programa funcionando
11. Operadores

Os operadores, como o nome sugere, nos permitem realizar operagdes entre varidveis numéricas.

Essas operacbes podem ser algébricas, légicas ou de comparagdo. Dessa forma, existem
operadores diferentes para cada tipo. Veremos a seguir.

11.1. Operadores Aritméticos

Os operadores aritméticos estdo resumidos na tabela a seguir.

Operador Fungdo
+ Soma
= Subtracdo
* Multiplicacdo
/ Divisdo simples
% Resto da divisdo inteira |
T Incremento
-- Decremento

Tabela 3 - Operadores aritméticos

Um exemplo da utilizacdo desses operadores pode ser observado no programa abaixo.
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fiEml . fumn

prince("Digitc

scanf ("%d", &numl) ;

gcanft ("3d", Snumt) ;

princf("A soms
printf ("R di
prince(’

printE("C
printf{"C

numl++;:

TN n ™
printf ("Ao incrementarmos o
num:——;
printf (™A T ——
gystem|"pause") ;

, Duml-num? ) ;

1*numa2}) ;
: BALYA™
¥

numl,/num2} ;

maml Enums ) ;

Figura 15 - OperagOes aritméticas

Gerando o seguinte resultado:

[

C:\Dev-CpphSem Titulol.exe

Digite dois numeros
5

soma desses dois numeros eh: 7
diferenba entre esses dois numeros eh:
produto entre esses dois numeros eh: 18
gquociente da divisao entre esses dois numeros eh: 2
0 resto da divisao entre dois numeros eh: 1

Ao incrementarmos o primeiro numero teremosz: b

Ao decrementarmos o segundo numeto teremos:

Prezsione gualguer tecla para continuar.

2
n
A 3
0
0

E=E—)

Figura 16 - Programa funcionando
11.2. Operadores de Comparagdo

Os operadores de comparagdo estdo resumidos na tabela a seguir.

Fungdo
lgualdade
Diferenga
Maior que
Menor gue
Maior ou igual
Menor ou igual

_ Operador

Tabela 4 - Operadores de Comparagao
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Assim como nos operadores légicos, a utilizacdo dos operadores de comparagao ficara mais
evidente no estudo das Estruturas de controle de fluxo.

12. Estruturas de Controle de Fluxo

Estruturas de controle de fluxo permitem que os comandos a serem executados mudem de
acordo com testes légicos pré-estabelecidos. Por exemplo, um programa cuja entrada é o numero de
pessoas em uma sala pode verificar se o inteiro fornecido pelo usuario € um nimero negativo ou positivo.
No primeiro caso, uma mensagem de erro podera ser mostrada na tela.De modo geral, é recomendavel
verificar a validade de todos os dados de entrada.

As estruturas de controle ndo sdo consideradas comandos, portanto ndo terminam em ponto-e-
virgula (;). Ao invés disso, cada estrutura deve ser seguida por um espaco para condicdes ldgicas, que é
marcado por parénteses, e um espago para comandos, marcado por chaves.

12.1. Comando if

Executa um bloco de cddigo caso uma condicdo légica é verdadeira. A sintaxe de uma estrrutura if é
mostrada abaixo:

if (<condigfo=) {
<comandos>

O bloco de cdodigo <condicdo> é uma condicdo ldgica a ser testada. Caso a condicdo seja
verdadeira no momento da execu¢ao do programa, o bloco <comandos> é executado. Caso contrario, o
bloco é ignorado.

Por exemplo,

#include<stdio.h>
int main () {
int i
printf("Digitar o numero de pes3oas na sala\n");
scanf ("%d4d", &1) ;
if(i<0) {

pPrintf ("Erro: entrar coll UM ODumero positivo™);

getchi):
return 0;

Figura 17 — Exemplo de cédigo utilizando o comando if

O trecho i>0 assume o papel da condi¢cdo. Caso o usuario entre com um numero negativo, o
comando printf(“Erro...”);sera executado. Caso contrario, o print serd ignorado.

A condicdo légica ou de comparacgdo é formada por uma ou mais sentencas a serem avaliadas. Os
operadores de comparacdo utilizados sdo os mostrados na tabela 5 (pag. 22).
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As avaliagBes logicas podem ser feitas entre uma varidvel e uma constante numérica ou entre
duas varidveis. Caso uma condicdo seja verdadeira, o programa ira avalia-la como o valor numérico 1.
Caso contrério, sera avaliada como um 0. O comando if( 1 ){ } sempre executa seu bloco de instrucGes,
enquanto que o comando if( 0 ){ } nunca o faz. Uma técnica para encontrar eventuais erros é substituir as
condicBes originais do programa por zeros e uns para testa-lo.

E importante notar que a condicdo de igualdade é feita com ==, ndo com =. Trocar um pelo outro
€ um dos erros mais comuns de programadores iniciantes. O comando if( x =5 ){ } sempre avalia a
condicdo como verdadeira, mesmo se o valor de x for diferente de 5. A linha x = 5 afirma que faz x
adquirir o valor 5, enquanto que x == 5 pergunta se x é realmente 5.

Os operadores >= e <= devem ser utilizados com o simbolo de = por ultimo. Os simbolos => e =<
nesta ordem ndo fazem sentido para compilador. Uma maneira de lembrar qual ordem é a correta é se

lembrar da maneira que estes simbolos sdo chamados. O nome “Menor ou igual” é associado ao fato que
simbolo de “menor” (<) deve aparecer antes do simbolo de igual (=).

Mais de uma avaliacdo légica pode ser realizada no mesmo if. Para isso, os seguintes operadores
I6gicos sdo utilizados.

QOu (or) I
E (and) &R
Ndo (not) | !

Tabela 5 - Operadores Légicos

Quando dois testes légicos sdo associados pelo operador Ou, a associacdo é verdadeira enquanto
pelo menos um dos testes for verdadeiro. Com o operador E, os dois testes devem ser verdadeiros para
gue a associacdo seja considerada verdadeira. O operador Ndo age somente em uma sentencga e inverte
seu sentido logico. A préxima tabela resume as caracteristicas dos operadores.

A B (A)][(8B) (A)&&(B) 1(A)
Verdadeiro Verdadeiro Verdadeiro Verdadeiro Falso
Verdadeiro Falso Verdadeiro Falso Falso
Falso Verdadeiro Verdadeiro Falso Verdadeiro
Falso Falso Falzo Falso Verdadeiro

Tabela 6 — Caracteristicas dos Operadores
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$includecstdio.h>

int main(){

int i;

princf("Digicar o numero de pessoas na sala\n");

scanf ("$d",&1);

if (i<0) {
princf ("Erro: entcrar com um numero posicive\n™):
X

if(i»0 && 1i<20){ printf ("R =ala nao esta lotadasn")}; 1}

if(i>»0 && i>»=20){ princtf("A sala esta lotada, tire alguem de la'“n"™); }

getchi):

retorn 0;

}

Figura 18 — Exemplo de cddigo

O bloco <comandos> pode conter qualquer quantidade de comandos, inclusive outros ifs e outras

estruturas de controle de fluxo e de repeti¢do. O cddigo mostrado na figura 19 pode também ser escrito
da seguinte maneira:

$#include<stdioc.h>

int main(){
int i:
princf("Digitar o numero de pessoas na sala\n™)»
acanf ("&d",E&1);
iE (i< {
pPrincf ("Erro: entrar com um numero positivo™);
i

if{i»D) {
if (i€20){ printf("A =ala ndoc e=ta lotada™}:; }
if(i>=20){ printf("A =ala ezta lotada, tire alguém de la!"}: }
}
gecch()
retarn 0
}

Figura 19 — Exemplo de cédigo

12.2. Comando if... else

Adiciona um bloco auxiliar a uma estrutura if, que é executado caso sua condigdo logica seja falsa.

O else ndo tem sentido sozinho e deve ser sempre associado a um if. Sua sintaxe é

if (<condigdo=) {
<comandos_verdadeiro>

}

else |

<comandos_falso>

!
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O bloco <comandos_verdadeiro> é executado caso a <condicdo> seja verdadeira e o bloco
<comandos_falso> caso contrdrio. Mais uma vez, cada um destes blocos pode conter uma quantidade
qualquer de comandos.

12.3. Comando if... else if... else
Adiciona blocos com condig¢des légicas prdprias a serem verificadas caso o if anterior seja falso.

A Ultima estrutura associada ao if é o elseif. Sua sintaxe é:

if (<condigdo_1>) {
<comandos_1>
}

else if (<condigdo_2>) {
<comandos_2>
}

else if (<condigdo_3>) {
<comandos_3>

!

else if (<condigdo_n>) {
<comandos_n>
}
else |
<comandos_falso>

}

Primeiramente, o programa verifica se <condigdol> é verdadeira. Em caso afirmativo, o bloco
<comandosl> é executado e todo o resto da estrutura é ignorado. Caso <condicdol> seja falsa,
<condicao2> é testada. Caso seja verdadeira, o bloco <comandos2> é executado e o resto ignorado. Caso
seja falsa, <condicdo3> é testada, e assim por diante. O bloco <comandos_falso> sé é executado caso
todas as condicGes da estrutura sejam avaliadas como falsas. Uma associacdo pode conter um numero
qualquer de else ifs.
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int main () {

float a , b , maior , menor:;

printf (™ Entrar com um numerc ‘o ");
acanf ("%£", &a);

printf (™ Entrar com outro numero \n "}

acanf ("%£", &b} ;

ifja » b){
maior = a
menor = b

3w e

printf (" O numeroc %f e maior gue o numerc %3f ", maior , menor );

else if(b > a)l

maior = br

meEnor = a:

printf (" O numeroc %f e maior gue o numeroc %f ", maior , menor });
else]

printf ("0=s numeros =ac iguaisz"):
getch () :

return 0;

Figura 20 — Exemplo de cédigo utilizando if/else if/else

A partir deste programa, é possivel escrever um que ordene trés numeros fornecidos pelo
usuario. Duas abordagens sdo possiveis: concatenar ifs dentro de ifs ou usar os operadores || e &&.

Com trés nimeros existem seis possibilidades de permutacdo, o que ja torna o programa extenso.
Na pratica, sdo utilizados algoritmos mais gerais que sdo capazes de ordenar um nimero qualquer de

elementos.

13. Estruturas de Repeticao

Estruturas de repeti¢cdo permitem que um determinado bloco de comandos seja executado varias

vezes
13.1. Comando while

Executa um bloco de instrugdes enquanto uma condigdo logica for verdadeira. Sua sintaxe é:

while {<condigGo=>) {
<comandos>

}

A sentenca ldgica <condi¢cdo> é avaliada, e se verdadeira, o bloco <comandos> é executado. Em
seguida, <condicdo> é avaliada mais uma vez, e assim por diante. O bloco <comandos> é executado
repetidas vezes até que <condicdo> se torne falsa.
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O bloco <comandos> contém alguma condi¢cdo ou contador que eventualmente torna <condi¢ao>
falso. O programador deve tomar cuidado para ndo criar um lago while que se torne infinito, ou seja, que
seja incapaz de tornar <condicdo> uma afirmativa falsa.

int main(){
int numeroFim , contador:
printcf ("Digicar o ultimo numerc\n®):

scanf ("id", anumeraoFim) :

contadar = 13

while (contadoar <= numeraFim) {
printf("%d \n", contador) ?
contadar++;

geteh () »

return O}

Figura 21 — Exemplo de cédigo utilizando while

13.2. Comando do... while

Executa um bloco de comandos, em seguida repete-o enquanto uma condicdo légica for
verdadeira. Semelhante a estrutura anterior, apresenta a seguinte sintaxe:

do{
<comandos>
} while (<condigdo=);

O bloco <comandos> é executado uma vez sem que nenhuma condicdo seja verificada. Em
seguida, a <condi¢do> é avaliada. Caso ela seja verdadeira, o bloco <comandos> é executado novamente.
Caso a condigdo seja falsa, o programa continua seu fluxo normal.

O do...while é util para a verificacdo de dados de entrada, como pode ser visto no exemplo
abaixo.



int maini){
int numeros , contador:
da{
acanfl ("Ed", anumerao) ;

contador = 1;

whila (contador <= DUMErO) |

contador++;

getch ()
retorn 0

printf ("Detectar de divisoresan

[}

printf ("Encrar com um m —

twhile | numero <=0 j:

if (numerof%contador==0} {

princf (" *d e diviaiw

el por %d

‘\n", numero, contador)

Figura 22 — Exemplo de cédigo utilizando do...while e while
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A diferenca entre o while e o do...while é que no primeiro a condic¢do ldgica é testada antes que o

bloco de comandos enclausurado seja executado pela primeira vez, enquanto que no ultimo, o bloco de

comandos é executado pela primeira vez antes do primeiro teste légico.

A partir do programa de listagem de numeros, é possivel realizar uma modificagdo tomando como
referéncia o programa de divisores e escrever um programa capaz de listar todos os nimeros primos

menores que um numero fornecido pelo usudrio.

13.3. Comando break
Cancela um lago de repeticdo.

Por exemplo,

Figura 23 — Comando break

A condicdo do lago while é sempre verdadeira. Porém, quando a varidvel chega ao valor 31, o

comando break é executado e o lago é interrompido. Caso exista um lago dentro de outro, sdo

necessarios dois breaks para sair do lago completo.

13.4. Comando switch... case

Cria menus numéricos.
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Menus como este mostrado abaixo podem ser criados por um printf, um scanf e uma série de ifs.

Uma maneira mais simples de fazer o mesmo é através do switch.

aixa de ferramentas de numeros naturais
1-Encontrar divisores | Z2-Uerificar se um numero e primo | 3- Encontrar divisorn

B Comuns

Figura 24 — Exemplo de menu

Sua sintaxe é:

switch (variavel) {
case 1:
<comandos_1>
break;
case 2:
<comandos_2>
break;
case 3:
<comandos_3>
break;
default:
<comandos_falha>

Nesta estrutura, <varidvel> é um inteiro a ser lido anteriormente, e indica a escolha realizada.

Caso <variavel> seja igual a 1, o bloco <comandosl> é executado. Caso seja 2, <comandos2> é

executado,e assim por diante. Caso o valor de <varidvel> ndo esteja listado em nenhum dos cases, o bloco

<comandos_falha> é executado. N3o é necessario adicionar um break apdés o bloco delimitado por

default.
13.5. Comando for

Realiza uma repeticdo controlando uma varidvel. Sua sintaxe é:

for (<inicial>; <final>; <repeticao=) {
<comandos>

}

Frequentemente, um laco while é usado na seguinte forma:

while( i < 30 ){

Figura 25 — While
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Desta maneira, os comandos sdo executados enquanto a varidvel i vai de 0 a 29. O mesmo
comportamento é obtido com lago for equivalente.

for (i=0;i<3071i+4) {

Figura 26 — For

Os termos entre os parénteses do for incluem comandos além de condig¢Bes légicas. O segmento
de texto <inicial> equivale a um comando a ser executado antes da repeticdo, e usualmente é usado para
inicializar o contador. O termo <final> é uma condicdo ldgica que provoca o fim do laco quando avaliada
falsa. O termo <repeticdo> é um comando que serd executado apds o bloco de comandos enclausurado
no for, em cada repeticdo. Usualmente é um incremento ou decremento no contador.

14. Exercicios Propostos

1. Fazer um programa que mostre na tela o valor da varidvel x inteiro e y real, atribuaa x 8 e ay 2.5 vezes
o valor de x.

2. Escreva um programa em que 0 usudrio possa entrar com um dado inteiro do teclado. Este valor
inteiro deve ser dividido por 2 e armazenado em outra varidvel. O programa deve mostrar os dois valores
na tela, o valor que foi inserido e o calculado.

3. Crie um programa em que o usudrio possa entrar com o valor de uma peca, com o nimero de pecas
compradas e dar um desconto de 12% ao comprador. O dado de saida é o valor total da compra, retirado
o desconto.

4. Escreva um programa em que o usuario possa entrar com o valor de quantas notas de prova ele quiser,
e calcular a média. Se média for menor que 4.0, diga ao usuario que o aluno esta reprovado; se a média
for entre 4.0 e 7.0, diga ao usuario que o aluno esta de AF; e se a média for maior que 7.0 diga ao usuario
gue o aluno esta aprovado. Imprima também a média do aluno.

5. Escreva um programa que leia as notas das trés avaliages parciais e a nota da avaliagdo optativa. Caso
o aluno ndo tenha feito a optativa deve ser fornecido o valor “0”. Calcular a média do semestre
considerando que a prova optativa substitui a nota mais baixa entre as trés primeiras avaliacGes. Escrever
a média e indicar se o aluno foi aprovado, reprovado ou esta de AF, de acordo com as informagdes dadas
na questdo anterior.

6. Ler um numero representando a temperatura em kelvin. Escolha a opcdo f para converter o mesmo
para fahrenheit ou c para converter para Celsius, se escolha for diferente destas duas letras imprima o
valor ndo convertido.

7. Ler um determinado numero inteiro de segundos, representar seu valor equivalente em graus, minutos
e segundos. O valor de graus deve ser zero, no caso da quantidade de segundos for insuficiente para esse
calculo. O mesmo principio se aplica em relacdo ao calculo dos minutos e segundos. Exemplo: 3500
segundos corresponde a 0 graus 58 minutos e 20 segundos
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8. Escreva um programa para ler um namero inteiro de trés algarismos (ex. 218), inverta a ordem de seus
algarismos (ex.812).

9. Escreva um programa para ler trés nimeros inteiros e exibir o maior e o menor deles.

10. Elabore um programa que leia as coordenadas (x,y) e verifique a qual o quadrante que pertence, ou se
esta em um dos eixos.

11. Faga um programa, utilizando o comando SWITCH, que mostre um indice com as seguintes opg¢oes:
1. Inclusdo

2. Exclusdo

3. Sair

Se o usudrio digitar um dos valores listados, deve ser mostrada, em tela, a sua escolha. Caso digite-se um
valor que nao esta listado, deve-se mostrar em tela a seguinte frase: Opgao invalida.

12. Faga um programa, utilizando o comando switch, que receba 2 nimeros reais e seja capaz de efetuar
as operacgdes aritméticas simples (+,-,*,/) de acordo com a escolha do usudrio. Lembre-se de que divisdo
por zero nao é possivel. Logo, faca uma rotina que quando a opcdo de divisdo for escolhida e o segundo
numero digitado for zero, exiba a seguinte frase: “A divisao nao pode ser efetuada.” E encerre o
programa.

13. Seja N um numero quadrado perfeito. Se somarmos os numeros impares consecutivos
(143+5+7+9+...) até que esta soma seja igual a N, o nimero M de termos somados sera igual a raiz
guadrada de N. Exemplo: N=16 16=1+3+5+7 M =4termos. Logo, a raiz quadrada de 16 é 4.
Fazer um programa em C para ler um nimero inteiro e positivo N e responder se N é quadrado
perfeito.

14. Escreva um programa que leia um numero do teclado e ache os seus divisores.

15. Escreva um programa que calcule x elevado a n. Assuma que n é um valor inteiro. Depois, compare o
resultado obtido com a ultilizagdo da fungdo pow(x,y).



